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الطبعة الأولى 
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المقدمة 

الحمد لله الذي علّم بالقلم , علّم الإنسان ما لم يعلم . والصلاة والسلام على 
خاتم الأنبياء والمرسلين سيدنا وقدوتنا محمد (ي) وعلى آله وصحبه أجمعين . 
وبعد فالعدد لغة العلم » وأفضل وسيله للتعبير عنه هي الرموز , والأرقام هي أشكال 
تكتب با رموز الأعداد , والحساب أو نظرية الأعداد هو علم العدد , جانبه النظري 
يعاج الأرقام والأعداد » مراتبها والدسب التي بينها وتكرارها على نسق معين › 
أنواعها وكيفية بنائها ودراسة خواصها والعلاقات بينها » وجانبه العملي يتناول 
الحسبان » معرفة المطلوب بالعمليات الأربعة » وتكثر الحاجة إلى الحسبان بامستخراج 
المطلوب من صلة بعض الأشياء ببعض ولولا الحسبان لعجز الإنسان عن تسجيل 
أحداث الزمن ولما وجدت التقاويم والنقود . وما جاء عن ابن سراقة : أن الحساب 
علم قديم فوائده جمه منها ما في الميقات من أوقات الصلاة وحساب الأعوام والشهور 
والأيام وحركات الشمس في البروج والكواكب وحلول القمر في المنازل المقدرة له 
ومعرفة الساعات وغير ذلك , ومنها في علم الفقه في حساب الزكاة وما يحسبه 
المكلف في الصيام وأعمال الحج وقسمة الغنائم والمساقاه والإجارة وغير ذلك مما يحتاج 
إليه غالب الناس » ومنها ما في علم الفرائض من التأجيل والتصحيح وقسمة الت ركات» 
بل أن الله تعالي قال بحق نفسه " وهو أسرع الحاسبين " ولأهمية علم الحساب في 
حياة الناس اليومية جعله الجاحظ يشمل على معان كثيرة ومنافع جليلة والجهسل به 
فساد جل النعم وفقدان جمهور منافع واختلال كل ما جعله الله عز وجل لا قواماً 
ومصلحة ونظاماً » وقال جاوس الرياضيات ملكة العلوم والحساب ملك الرياضيات › 
وعليه ولقلة المراجع في هذا المجال » نقدم هذا الكتاب الذي يضم ثمانية فصول يحتوي 
على أساسيات نظرية الأعداد وبعض تطبيقاقا » ندرس في الفصل الأول منها خواص 
الأعداد الصحيحة والأستقراء الرياضي وقاعدة الترتيب الجيد . وقد بدأ الأستقراء 


الرياضي مع الكرخي (ت١٠7١٠م)‏ , لأنه أول من أثبت بشكل من الأسستقراء 


الرياضي أن =i) yî Ent!‏ ا > أما كل من الحسن 
i=} 1‏ 


ابن الميشم والسمؤال المغربي وابن البنا TT‏ ثبت تلك العلاقات بطرق 
مختلفة ) أما العلاقة )1~ i= E DE + 3n‏ فقد أثبت من 
a U‏ 
القادر البغدادي والحسن ابن الميشم وغياث الدين الكاشي . أما قاعدة الترتيب الجيد 
فقد وضعت من قبل كانتور وزرملّو كإحدى طرق البرهان المكافئة للأستقراء الرياضي 
من جهة ولمسلمه الأختيار من جهة أخرى . 
ونظراً لأمية القسمة والقاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك البسسيط وكيفية 
إيجادهما , الأعداد الأولية وخواصها والمبرهنة الأساسية في الحسساب وتطبيقاقا › 
خصص الفصل الثابي لدراستها . أما في الفصل الثالث › فندرس 0 

مفهوماً آخراً للقسمة قدمت من قبل جاوس عام 5ه بطريقة جعلتها أداة فعالة 
لدسهيل البراهين ووسيلة آخرى لدراسة نظرية الأعداد وضم هذا اذا خواص 
التطابق وفصوله وبعض تطبيقاته , البواقي التامة والمخترلة والتطابقات الخطية ومبرهنة 
الباقي الصينية › إضافة إلى مبرهنتي أويلر وفيرما ومبرهنة ابن الهيثم " ولسن " 
وندرس في الفصل الرابع الدوال العددية مدل القواسم وعددها لعدد صحيح والستي 
ظهرت في أبحاث أبو جعفر الخازن وأبو سعيد السجزي من رياضي القرن العاشر 
للميلاد » ثم ندرس دالة أويلر وخواصها , دالة موبيص والدالة زيتا . 
وندرس في الفصل الخامس أنواعا خاصة من الأعداد وهي 'أعداد فيرما ومرسين › 
الأعداد التامة المعرفة من قبل إقليدس › الأعداد المتحابة المعرفة من قبل فيشاغورس 
الأعداد المتعادلة المعرفة من قبل عبد القادر البغدادي . 

أما في الفصل السادس فندرس الجذور البدائية التي وردت في أبحاث أويلر 
سنة ١۱۷۷م‏ ولجندر سنة ١۱۷۸م‏ وجاوس سنة 1745م , ثم ندرس البواقي 


التربيعية وخواصها ورمز ندر , ثم قانون التعاكس اوس » والذي حُمَّن من قبل 
أويلر سنة 747١م‏ وبرهن جزئيا من قبل لجندر سنة ١۱۷۸م‏ ثم أثبت من قبل جاوس 
سنة ٩۷۹م‏ ونشر سنة ١١۱۸م‏ . 

أما الفصل السابع فيحتوي على بعض المعالات الديوفنتية مغل المعادلات الديوفنتية 
الخطية التي بدأت مع ديوفنتس وطورت من قبل ابن أسلم المصري والكرخي 
والسمؤال المغربي والخازن والسجزي ثم فيرما وأويلر » أما المعادلة 22 ح ”ر + ”× 
وثلاثيات فيغاغورس أو ما يسمى اللات العددية قائمة الزاوية . ققد بدأت مع 
البابلين والمصريين , ثم فيثاغورس › أبو جعفر الخازن أحد رياضي القرن العاشسر 
للميلاد, أما في البند الثالث من هذا الفصل فقد درست بعض الحالات الخاصة لبرهنة 
فيرما الأخيرة والتي تعتبر من أهم وأشهر المبرهنات في نظرية الأعداد » والتي تنص على 
عدم وجود أعداد صحيحة غير صفرية تحقق العلاقة "2 = "ر +" » 1<3 . 
E aS‏ كرحي E O‏ سيم 
وابن سينا مع الحالتين الخاصتين ر +× 3 - Ry‏ واخ تلاو 
كيفية التعبير عن عدد طبيعي كمجموع مربعين أو أكثر والتي بدأت مع ديوفنتس 
وتطورت مع الخازن وباشيه وفيرما , لاجرانج وأويلر . 

ونظرا لأثمية الكسور المستمرة › لعلاقتها بالأعداد الحقيقية من جهة وكثرة تطبيقاقا 
من جهة أخرى خصص الفصل الأخير لدراسة هذا النوع من الكسور والذي ظهر في 
أبحاث الإيطاليين بومبللي سنة ۷۲١٠م‏ › كاتالدي سنة 151١م‏ , الإنجليزي جون 
وايلس سنة ۳٠٠٠م‏ وأويلر ولاجرانج وجاوس . 
وأخيرا أود أن أشكر زميلي الأخ الدكتور محمود بن عبد القادر خليفة على مساعدته 
لي في الحصول على بعض المراجع , سائلاً الله العلي القدير إن يرحمنا ويرحم والدينا 
ويجعل أعمالنا خالصة لوجه الكريم . وآخر دعوانا إن الحمد لله رب العالمين ..» 


۷ ربيع الأول 474 اه 
© إبريل ۲۰۰۷م 
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الفصل الأول 
مفاهيم أساسية (Basic Concepts)‏ 
يضم هذا الفصل بندان تناولنا فيهما بعض خواص الأعداد الصحيحة وقاع دتي 
الإستنتاج (الأستقراء) الرياضي والترتيب الجيد . 
:_1-١‏ خواص الأعداد الصحيحة 
يمكن بناء الأعداد الصحيحة 2,.001 +,1+,10 = 7 من مجموعة الأعداد 
الطبيعية ٠ = )0,1 ,2,3,٠.0[‏ وإثبات خواص جمعها وضربها كما 
في [1]. لكننا سنورد تلك الخواص دون إثبات لأي منها » ثم نستنتج منها خواصاً 
أساسية أخرى . 
فإذا كان Z⁄‏ ع 2,5,6 » فإن : 
a+b =b +a )١(‏ » 2.ط-6 .2 .أي أن جمع وضرب الأعداد 
الصحيحة إبدالي (تبديلي ع 4)1 ))2 )٤0”‏ . 
() (ع+6)+ه دع +(ط +0) ء a )b۰c(‏ -82:5(:6) . أي أن جمع 
وضرب الأعداد الصحيحة تجميعي (4550601301976) . 
(9) 8-ه+8+0-0. -1-1-2: 2 . 
)5( لكل 7 » ۾ » يوجد 7 » 4 - بحيث أن8-0+(2-)-(8-)+2. 1 
(°) »0ه + +b(.c=a.c+ bc › a۰) + (=2 ۰b‏ 4) أي أن 
الضرب توزيعي على الجمع . 
)١(‏ إذا كان ©2+26-ط+ 2 » فإن 5-60 . 
0) لكل a,beN‏ « نجد أن a.beN« a+beN‏ . 


والآن إلى المبرهنة الآتية : 


هوا هيو أ ساسية 
مبرهنة ١-١-١‏ : إذا كان 7ع 8,5 فان 
a.0=0۰0a=0 )(‏ 2 )ب( (-a)-b= a(-b)=-(ab)‏ 
Cab)=a (J) < -(-a)=a ©‏ 
البرهان : 
(أ) بما أن 0= 0+ 0 .إذا0(=2۰0+ 20)0: وعليه فإن 2-00 = 400+400 
لكن 0=400+0- . إذأً 300+80:0-800+0 »ء وعليه فإن 
0 -200 (حسب الخاصية 5) . لكن 2٠00-0٠08‏ (حسب الخاصية )١‏ . 
إذأً ١ 0١00-00-0‏ 
(ب) بما أن 2(:5+0-)-8(:5-) (حسب الخاصية *) . وبما أن 
0 -((86)-)+26 (حسب الخاصية )١‏ . إذا بإبستخدام الخواص 
)٥()۳()(‏ نجد أن 
a). b = )- a)b + [ab + )- (ab))]= ])-2(6 + ab] + )- (ab))‏ -( 
(مه)- = ((-a) + a )b + (-(ab))= 0-b + (- (ab))= 0 + )- (ab))‏ 
وبنفس الطريقة يمكن أن نبرهن على أن (طه)-=(ط -)ه . إذا 
(-a)b - a(-b)=-(ab)‏ . 
)ج( بما أن 0+( -) = -(-a‏ و (a)+a=0‏ إذا 
[(-a)+ a|= [- (-a)+ -a)]+a=0+a =a‏ +( -) 2( -)- 
(د) ab‏ ((طة) -)- =((ط-)4)-=( -)(4-) حسب (ب › ج) . 


تعريف ١-١-١‏ : 
إذا كان N" =× - ]0[= ]1,2,3,...(=Z*‏ وكان 2,662 فيقال عن 


(i)‏ ۾ أنها أصغر من ط أو أن ط أكبر من 8 ونكتب ط > 8 إذا كان 


b-~aceN ٌ 














مفاسيه أساسية 
كان b-aceN‏ . 
ميرهنة !-١-١‏ : 
() إذا كان 7ع»6,ط,ة وكان ا > 2 و >>( فإن © > 4 . 
(ب) إذا كان عه,ط5,ة » ا ١ c<0 › a>‏ فإن عط ac>‏ . 
(ج) إذا كان 7 2,5 فواحدة فقط مما يأتي صحيحة : إما 5 > ه أو 1-ج 
أو .a<b‏ 
اليرهان : 
() بسمان 6>وه *67ع2-ط. lij c-beN' ج١ >٠‏ 
*21ع(5-2) +(5 -0) » وعليه فإن * 11> 0-28 ومنه ينتج أن 
>3 1 
(ب) بماأن ط>هوجه*7ع2ج2-م وبم اأن lj ceN”‏ 
a) = be ace N `‏ - () › وعليه فإن bc‏ >ع2 . 
(ج) نفرض أن 8 > 8 و ط = 8 . إذا طا > ط وهذا تناقض . وإذا كان ط <4 و 
ط >2 . فإن ط < 6 وهذا تناقض أيضاً . أما إذا كان ا > 2 و ط  <‏ فإن 
ه > 2 حسب (أ) وهذا تناقض أيضاً . إذاً واحدة فقط من العبارات أعلاه 


0 


لا 
تعريف 5-١-١‏ : 
إذا كان 672 2 فيقال عن إه| أنها القيمة المطلقة (Absolute vatue)‏ 
للعدد ۾ إذا كان 
a 0‏ 
= |4 
~a Va<0Û‏ 








هنا هيو أ ساسية 





مبرهنة "-1١1-١‏ : إذا كان .>3,5 » فإن 
() 0<إها ٠‏ 4) محوج0 2 ألم › (ج |= -|a| <a‏ 
9( هادله-اء (هم =a‏ هم ع 9( hsb >-b<a<b‏ 
a-bl>lal-|b| () ٠ [a+ bslal+ || (5)‏ 

البرهان : سنثبت أ »> ج »> ها ٠ز‏ 

(أ) إذا كان 0< ه ٠‏ فإن 4<0 = إه|. وإذا كان 0 > 2 » فإن 0< 8- = ها 


ا 6<ها . 


(ج) نفرض أن 8<0 . إذأ | » وعليه فإن 0<إه| ومنه ينتج أن 
0- . إذا 4| = |a| < 0 <a‏ - وعليه فإن || > 2 > -|a|‏ . أما إذا 
كان 0 > 8 » فإن 0< 4- وعليه فإن 4<0-=إه| ومنه ينتج أن . 
|a| <0‏ - . أ لهاع ه- > 0> -|a| =a‏ وعليه فإن |8 > 2 > |2|- . 

(ه) إذا كان 2<0 ٠‏ 0<( » فإن 0<0ة وعليه فإن =a‏ إھ| › ط = إط| 
ومنه ينتج أن إط| || = 85 = |طه|. وإذا كان 0 < 0۰4 > ط» فإن 0 > اج 
وععاي هف ن 8 - |b} |i! . |b|=-b «< [a‏ لها = abl - a(-b)‏ . 
وإذا كان 0 > 2 » 0< »فإن 0 > طه و 8- - 4 و 5 - إط| » وعليه 
فإن إط| || = 2(6-) = (80)- = إطھ| . وإذا كان 0 > 0.8 > طء 
فإن 0 < ط2 - |b - - 2 |a|‏ > وعليه فإن |ab| = ab‏ ومنه ينتج 
أن (5|إها - م 





8 ب ا أن |8 ك 2858| - و |b‏ = > إط|- حت ديب (ج) . إذا 
(5| + || كط + >( || + || ) - وحيث أن ٤7‏ ط,ھ . إذاً إا 
a+ b<0‏ أو 0> + ھ فإذا كان b<0‏ + ھ ء فإن طا + =a‏ (ط + ها 
وعليه فإن إط| + إهإكإط + م| أما إذا كان 0>ط+ه »فإن 

b)‏ + ه)- = b|‏ + ها الک سن م + > ( (|a| + |b|‏ - : إا 
(ط + -)a‏ <إط| + إها » وعليه فإن |ط| + |2|>إط + | . 


مقاهيو أ ساسة 





Well-ordering principle and Mathematical Induction 
سنركز اهتمامنا في هذا الجزء على قاعدة الترتيب الجيد وعلاقتها بالأستنتاج‎ 
: الرياضي » ونبدأ بالآتي‎ 
: ۱-۲-١ تعريف‎ 
يقال عن علاقة > على مجموعة غير خالية 4 أنها علاقة ترتيب جزئي‎ 
: إذا كانت‎ )partial order relation) 
. 8 علاقة منعكسة (©6116<90) على 4 . أي أن 3>2 لكل ل ء‎ > )( 
أي أنه إذا‎ . A على‎ (Antisymmetric) (ب) > علاقة متخالفة أو تخالفيه‎ 
. 2-6 فلن‎ (>a كان 65> و‎ 
› (ج) > علاقة متعدية(©251]107ه) على 4. أي أنه إذا كان >2 و ع>ط‎ 
. 4>€ فإن‎ 
ويقال عن (>,4) أنها مجموعة مرتبة ترتيياً جزئياً‎ 
إذا كانت © عت ۸ و > علاقة ترتيب جزئي‎ › )partially ordered set) 
. ۸ على‎ 
: 1-5-3 
)۸,>( إذا كان (27,0,1 لماعم » وکان ا > ھج طا>ھ فإن‎ )( 
. مجموعة مرتبة ترتيبا جزثياً‎ 
رة مر تزتها جوا ن‎ P(N, (ب) إذا كانت © ع × » فإن (ح‎ 
. ۴)»( و ج علاقة ترتيب جزئي على‎ 2)( * 0 
5 (ج) إذا كانت ا‎ 
<= { (11), (2,2), )3,3(, (4,4) (12), (2,3), (13), (24), (1.4) 
. ۸ فإن > علاقة ترتيب جزئي على‎ » 
ج> طا>هء» فإن > علاقة‎ 6١2 : (د) إذا كانت > معرفة على 21 كالآتي‎ 
. وعليه فإن (> , ' 01) مجموعة مرتبة جزئياً‎ » N” . ترتيب جزئي على‎ 








تعريف ۲-۲-۱ : 
إذا كانت (>,4) مجموعة مرتبة ترتيبا جزتياً » فيقال عن 4 ع8 أنه 
عنصر أول أو عنصر أصغر(/معتمعاء (first or least or smallest‏ 
للمجموعة A‏ ونكتب 2 - (4)/ إذا كان ×> a‏ لكل ذداء < . 


: ۲-۲-۱١ مثال‎ 

(أ) (ك , ×)مجموعة مرتبة ترتيباً جزئياً » 0=( 1)N‏ . 

(ب) إذا كانت © × » فإن (,(×)۴) مجموعة مرتبة ترتيباً جزئيا» 
1(P(X))= 2‏ « لأن Oc A‏ لكل AeP(X)‏ . 

(ج) إذا كنت }1< A= {x e R|0<x‏ فإن (>,۸) مجموعة مرثبة 
ترتيباً جزئياً لكنها لا تملك عنصر أول . 

(د) إذا كانت [(2,4,6 4-1 وكانت > معرفة على ۸ كالآتي : 
١ه‏ ج ط>ه , ۸٤ط,ه‏ » إذا (>,4) مجموعة مرتبة ترتيباً جزئيا 
و2-(8)!. 

تعريف ۳-۲-۱ : 
يقال عن مجموعة مرتبة ترتيباً جزئياً (>,4) أنها مجموعة مرتبة ترتيبا 
حيدا Set)‏ 011-0106760 إذا كانت كل مجموعة جزئية غير خالية من ۸ 
مثال ۳-۲-۱ : 

(أ) إذا كانت [1,2,3,4)= ۸ » فإن (>,4) مجموعة مرتبة ترتيبا جيدا 

لأن (>,4) مجموعة مرتبة ترتيبا جزئياً وكل مجموعة جزئية من ۸ 














ها هيو أساسية 
(ب) إذا كانت [11,2,4,8- 8م ١6 ٠‏ ج ط>ه فإن (>,4) مجموعة 
مرتبة ترتيباً جيدا لأن (ک,۸) مجموعة مرتبة ترتيبا جزئياً وكل 
مجموعة جزئية تحوي عنصر أول . 
(ج) لكل 7ع مء نجد أن ,ا A=((reN |r<n‏ مجموعة مرتبة 
ترتيباً جيدا . 
(د) إذا كانت [0,1]= 4 فإن 4 مجموعة ليست مرتبة ترتيباً جيدا لأن 
810,114 لاتحوي عنصر أول . 
(ه) إذا كانت 7 1 - 4 ٠‏ > معرفة 4 كالآتي : 
إذا كانت (a,b), (c,d)JeA‏ فإن 
(4,)> (6,6)ت (1 + 22> (1+ 2)24 فإن (>,4) مجموعة ليست 
مرتبة ترتيباً جيداً لأن (2,5) > (1+ 8,5) لكل N×٤ط,ه‏ » وعليه إن ۸ 
لا تملك عنصر أول . 
(و) (>,2) مجموعة ليست مرتبة ترتيبا جيدا » لأن [1-,2-,3-,600) 
مجموعة جزئية منها لا تحوي على عنصر أول (عنصر أصغر) . 
قاعدة الترتيب الجيد (Well-ordering principle)‏ 
(ك, [) مجموعة مرتبة ترتيبا جيدا . 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي تبين بعض تطبيقات قاعدة الترتب الجيد . 
مبرهنة ١-۲-١‏ : 
(أ) لا يوجد غدد صحيح بين الصفر والواحد . 


(ب) الواحد أصغر عدد موجب . 


)ج( إذا كان / »© 2 »فلا يوجد / © 11 ؛ بحيث أن .n<m<n+|l‏ 





مفاهيو أساسية 


البرهان : 
20 نفرض وجود N‏ » × بحيث أن 1> ×>0 . إذا 
S= (meN|0<m<1}+@‏ لي 

ا حو5ع ل . إذا 8 تملك عنصر أول (أصغر) وليكن 8 . ! 
0>2>[1 › وعليه فإن 1> "> 7 >0 » وهذا يعني أن 225و 
<n‏ 2 وهذا يناقض كون 7 عنصر أول في 58 . إذا © - 5 

(ب) بما أن 2=[ 1> N|0>”‏ عص S=)‏ حسب (أ) . إذا الواحد هو 
أصغر عدد صحيح موجب . 

)ج( نفرض وجود 67" بحث أن 1+ > 10> م .إا 
)m - 2(> 1‏ > 0 وهذا يناقض (أ). إذأ لا يوجد "٤7‏ بحيث أن 


n<m<n +1 
O 


ولتوضيح العلاقة بين قاعدة الترتيب الجيد والأستقراء الرياضي نورد المبرهنة 
الآتية :22 
مبرهنة :4-7-١‏ العبارات الآتية متكافئة . 
(أ) قاعدة الأستقراء الرياضي (00601082ه1 (principle of Mathematical‏ 
إذا كانت 8 مجموعة جزئية من N”‏ وكان 168 و 
(8ع1+ مج هع م) jli‏ "8-171 . 
(ب) القاعدة العامة للأستقراء الرياضي (Transfinite Induction)‏ . 
إذا كانت 8 مجموعة جزئية من × » وكان 1٤8‏ و (8 ع1 عندما 
28 لكل „ > m‏ ) › فإن .B=Nُ‏ 
(ج) لكل مجموعة جزئية غير خالية من ۸ عنصر أول (أصغر) . 
البرهان : سنثبت أن (أ) > (ب) > (ج) © (أ) . 
أ) >> (ب) لتكن B> N‏ بحيث أن 1678 وا (28 me 8 Laie‏ 
لكل 28> m‏ ) . وانفرض <x}‏ نز 9 E={xeN|y<8B‏ . 
إذأ 8 18 وعليه يتم المطلوب إذا أثبتنا أن “5-17 . 


مؤاهيو أساسية 


ولإثبات ذلك لاحظ أن 1٤٤‏ لان 8 وإذا كان 1ع م2 فإن yeB‏ 
لكل 20> ل . اذا (n +1)eB‏ وعليه فان 8 ج98 لكل 2+1>/ة وهذا 
يعني أن li}. n+1eE‏ *8-17 حسب (أ) . 

(ب) > (ج) لتكن 8 مجموعة جزئية من ۸ و 8 لا تملك عنصر أول . 
إذا 8 1 وعليه فإن 8 - 1٤ N"‏ . إذا كانت 8-٤ص‏ لكل 
»m > 2‏ فإن 8 - 21075 لأنه إذا كان العكس فإن ١‏ هي العنصر الأول 
للمجموعة 8 وهذا يناقض الفرض. إذا ١"‏ = 8- *17[حسب (ب) ومنه 
ينتج أن ©= 8. إذأ لكل مجموعة جزئية غير خالية من" عنصر أول 
(ج) > (أ) لتكن 8 مجموعة جزئية من N"‏ بحيث أن 168و 
eB)‏ 1+ هجد8كء م) ولتكن 8- N°‏ -'8 إا إذا كانت 2 ±'8 › 
فإن 8 تملك عنصر أول وليكن ص . إذأ #1 ص لأن 161 وعليه فإن 
1< .لکن « >1 - ص . إذأ '8 »©(2-1) › وعليه فإن 
2-8 ء وبالتالي فإن 8 ©1+(2-1) = m‏ . إذا '8 6د 

وهذا تناقض . إذاً © ='8 وعليه فإن *77 -8 . 
ت 





ملاحظة : 
إثبات صحة العبارة (2)0 لجميع قيم 717 >2 يكفي أن نبرهن على 
أن (2)1 عبارة صحيحة ونثبت أن صدق العبارة (5)0 يؤدي إلى صدق 
العبارة (7)51+1 » لأنه إذا كانت [ ٨)۸(‏ عبارة صحيحة |*]8 > م) -5 » 
فإن 1٤8‏ كما أنه إذا كان 8265 فإن "+16٤8‏ » وعليه فإن ° ×=8 . 


: )١( مثال‎ 


أت أ )1+ n(n +1)(2n‏ 
ثبت ن ا 


i =‏ 
i1 6‏ 
أن أول من أثبت صحة تلك العلاقة هو أبو بكر الكوخي ٠»‏ أما الحسن بن الهيثم 
والسمؤل المغربي وابن البناء المراكشي فقد أثبتوها بطرق مختلفة › 
أنظر ["] . ش 


مؤاهيو أساسية 
الاثيات : 


1 1 : ع 
نفرض أن )1+ E EET )J(2n‏ 1 إذا عندما1 ع م تحد أن 


6 ا 
الطرف الأيمن ے کے لے | > والطرف الأيسر = 1=17 ا ا 
فإن (2)1 عبارة صادقة . 
والآن أفرض أن (50) عبارة صادقة . نجد أن 
m(m +1)(2m +1)‏ _ 2 
6 


3 


]= 


ولإثبات صحة العبارة (1 + ۶)۳ لاحظ أن 


(m +1) MRED , + (m +17‏ + 3 
= 
وعليه فإن 
Z2 _ (m + [mm + 1) + 6(m + 1)] _ (m + D[2m? + 7m + 6]‏ 
6 6 
(m+1)(m +2)(2m +3) _ (m+1)[(m+1)+1] [2(m +1) +1]‏ _ 
6 6 
إذا )1+ P(m‏ عبارة صادقة > وعليه فان P(n)‏ عبارة صادقة لجميع قيم n‏ 
الضكيحة الو 
مثال (؟) : 
إذا كان ط, عددين حقيقين» * × ع ٠١‏ فأثبت أن 
م a‏ 


a ¬~ 


4 


ا 1 أ 





2 


1 n 
إذا عندما 1= ہم نجد أن‎ . P)n(: 





a—~b i=l 
› »و عليه فإن الطرفين مشساويان‎ R.H.S.= Ya bi” =1 <L.H.S.=1 


| دا 
وبالتالي فإن ()م عبارة صادقة (صحيحة) : 











هذا كيو أ سا سية 





q۳ 5 p+ m OY :‏ 
والآن لنفرض أن (8) عبارة صادقة . إذا “اط ا كي 
a ¬ i=l‏ 
ولإثبات صحة (1+ ۴)۳ » لاحظ أن 
a" -b"‏ الام _ "اراد q4 —abþ”‏ ٣م‏ اتاج 
"ماع رز a(‏ = 
a—b a-b 2-6‏ 


m 5 5 
= أ "3 8:ج‎ +" = aa” +a" b+...+ab™7? +b") b"” 
i=1 


m+! ا‎ 
"و‎ +a" "b+. .+abþ™ +b” 5 Sa اداو‎ 


i=| 


عليه فإن (1+ ۴)۳ صادقة وبالتالي فإن (2)0 صادقة لكل * 7( >0 . 


مثال (۳) : أثبت أن 
لاه + (n-Drj= 2 [2a‏ جمز+ ...+20 جه + وهم جه 
لاحظ أن الطرف الأيسر يمثل متتابعة عددية حدها الأول قو اانا 4 وغ 
حدودها 2 . وأول من أثبت صحة تلك العلاقة أبا بكر فخر الدين الكرخي 
المتوفي عام ١547ه‏ . 
الاثيات : 
لتكن (a +21) +--+ [a+ (n~ Dr]= [2a + (n Dr]‏ + وه .P(n):a + (a‏ 
فإذا كان 2-1 فإن 2 -.281.5..[ » R.1.8.=4‏ وعليه فإن (2)1 صحيحة . 
نفرض أن (2)0 صحيحة إذا 
a + (a ++ (a + 2r) +--+ [a + (m = r] - [2a + (m ~r]‏ 
وعليه فإن ) 
Dr] + (a + mr)‏ - مم) + a + (a +) + (a + 2r) +... + [a‏ 


= 3 [2a + (m~ Dr] + (a + mr 








هأ كيو أ سا سية 





[m(m - 1) + م2‎ ١ 


a + (a + r) + (a + 2r) +... + (a + mr) = (m + 1)a + 


m(m + 1)r 


= (mM + 1)a + = BE} 2a + me) 


وعليه فإن (1+ ۴)۳ صحيحة . إذأ (2)0 صحيحة لكل ٤Z‏ ۸" 
مثال )٤(‏ : 
n (n) „-‏ 
إذا كان وط = طج » فإن “ط“ "م | ل = + م فر ne N‏ » حيث 
k=0‏ 

ان هذا" القانون: "تر هى له وا ت 
م | ا ا 
أن تنسب إلى أبي بكر الكرخي . 


الاشات : 


لتكن “ط۴ "۾ = P(n): (a + b)"‏ . إذا إذا كانت 1= 1 » فإن 


k=0 


OOD 1 
R.H.S.= ا‎ a *b* 1 a+) =a+ «L.H.S.=a +b 


k=0 0‏ 
وعليه فإن (۴)1 صحيحة . والآن لنفرض أن (7)02 » إذا 


ap‏ 8 < = "(ط + 4) » وعليه فإن 


k=0 


(a+b)™' = 3 8 "جح‎ *b* (a+b) 
k= 0 


esere 
OO 





مؤاهيو أساسية 
m ١ 0 3‏ 00 1 
+ ك © ال 
k k -[ k‏ 
m+1 m +] m+ m +1 m+l—i yi m +1 m+ |‏ 
(a+b) = a ++. @ b +...+ b‏ 
m+ 1‏ 1 0 


m+] m+ | 000 
5 3 خاو قار‎ 
ER 


إذا (1+ ٣)۳‏ صحيحة . وعليه فإن (2)0 صحيحة لكل ١٤77‏ . 


مثال (5): متتابعة فيبوناشي (Fibonacci Sequence)‏ ` 
تنسب المتتابعة 1,1,2,3,5,8,13,21,34,0٠0-‏ إلى الايطالي ليوناردو 
فيبوناشي ( 1١70‏ - ١٠٠٠م‏ )ء الذي نقل في كتابة (أع468 ۴۲ط1.1) الأرقام 
العربية إلى أوربا عام 7١٠١م‏ » ويقول البعض أن تلك المتتابعة معروفة من قبل 
وتعرف كالآتي : 
n+ Ff f = =|‏ د لكل 'لاعم 1 
أثنيبت ن 
(i)‏ كلا من 0 . وروأ عدد فردى بينما 0 جد زوجي لكل neN‏ : 
(ب) "(1-)2 ا el n‏ 1 لكل ام 1 
البرهان : (بالإستقراء الرياضي على )١‏ 
( إذا كان 221 »فان 21 f‏ = ووو 21 ]ع مط بينما 
2 7 1 إذا عندما 2-1 نجد ا گلا م 130-1 © د عدد فردي 
بينما ,1 عدد زوجي . 
والآن لنفرض أن العبارة صحيحة (صادقة) عندما م = م » إذا كل من 
3m-2 ° 1‏ 


عندما 1+ ص = د ۰ لاحظ أن رگ + پگ = 


4 عمد 2-(0+1 )3 


1 عدد فردي بينما 6 عدد زوجي . ولإثيبات صحة العبارة 


30 -[ 


7 حلب 





مقاهيو أساسية 





تعريف متتابعة فيبوناشي لکن ۾ عدد زوجي ۰ ,ې٤‏ عدد فردي بالفرض» 
ا عددين أحدهما فردي والآخر زوجي يكون عددا فرديا. 
إِذا ې٤‏ عدد فردي . وحيث أن 

د + عوط = ربوا = B+‏ ف ربو عدد فردي» ٤‏ عدد زوجي 
1 
اموس + مبوا = بمو = رر ,6‰ حسب تعريف متتابعة فيبوناشي لکن 
كلا من ربوا“ 
وعليه فان العبارة أعلاه صحيحة عندما [+ ص ١=‏ » وبالتالي فإن كلا من 


n~2 5 30-1 


لكل * العم 


۾ عدد فردي . وحيث أن 


1 عدد فردي > كما أثبتنا » إذا وبرلا عدد زوجي 


3M+2 


۴ ع دد فشرةئ ينما ا عنددزوج ي 


(ب) نفرض أن "(1-) = رہگ و - ۴ : (0) . إذأ عندما 0-1 نجد أن 
1 - = (1)2- 1= باق - f}‏ - 1.11.5 1- = أ(1-) = 1.115 وعليه 
فإن الطرفين متساويان وبالتالي فإن (72)1 صحيحة . 
والآن لنفرض أن (۶)۳ صحيحة . إذأ "(1-) = وبوا م؟ - f‏ 
ولإثبات صحة (2)22+1 » لاحظ أن 
1 - بآ ؟ 1 1 اع 5 
فيبوناشي » وبالتالي فان 
m+ = f2 ~ E +2 ۳ fn)‏ نبوا - 1 
ف ا 


لل 
2 2 
ا ا far) 1 m+l e‏ - 


يما + 2 m42‏ حسب تعريف متتابعة 


ا - 
a SED‏ اتات 
إذأ (1 + )۴ صحيحة » وعليه فإن (8)8 صحيحة لكل ١٤۸‏ . 
لا 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي توضح بأنه قد يكون من المفيد أحيانا إثبات صحة 
علاقة لكل 6< 2 . 


مبرهنة ١-؟1-”‏ : العبارتان الآتيتان متكافئتان 
(أ) قاعدة الإستنتاج (الأستقراء) الرياضي . 


(ب) لتكن 657 › (<5217-126271, بحيث أن 8٤ط‏ وإذا كان 
25 فإن 1©5+مصءعفإن S=T‏ . 


() > (ب) 

لكن lij . E={aeZ|aceE +)a-1)+b eS}‏ 1658 ء لأن 
(1-1)+b=beS‏ . وحيث أن VaeE , (a-1)+b€S=>a>1‏ . إذا 
0+1 » وعليه فإن * ١‏ = ۴ حسب قاعدة الأستقراء الرياضي › وبالتالي 
فإن 78>« لكل اع م ء وعليه فإن 5 8+(2-1) لكل “71 > م لكن 
أي ط < 2 يمكن التعبير عنه بالشكل ا +(1- ,)=4 2 2671 إذاً 5 7 »2 
وعليه فإن 1 -8 . 
(ب) > () 

لتكن 17( 8 تحقق فرضيتي الأستقراء الرياضي › ولكي نثبت أن 
E = N '*‏ نفرض أن 5 مجموعة معرفة كالآتي : 1 ©2-6+1 > 065 
ذأ (b-b)+1=1ceE ÙJ « beS‏ «lکj‏ 118+ ط دوت ط< و 
فإذا فرضنا أن 2©5 » فإن 1>15+ط- ء وعليه فإن 217 +م-ج: 
وبالتالي فان li} «a+leS‏ (<5-12>2713 حسب (ب) . لكن أي عدد 
صحيح موجب ٣‏ يمكن التعبير عنه بالشكل 1+ (ط- )= ص ء ط < + . إذا 
eR‏ م >1 ء وعليه فإن * 1( -] . 




















ما هيو أ ساسية 

مثال (5): 

أثبت أن (أ) م<"2 لكل 7[ - م 
(ب) م5 < "2 لكل ۸<5 


الائات : 





(أ) إذا كان 1= م » فإن 1< 2= 2 وعليه فإن العبارة أعلاه صحيحة عندما 
کوان لقرصن أن انار هة ها وتو خصو "لو 
لكن ص2 < !*"2 » 1+ ص <ص2 . إذا 1 + ص < ”2 وعليه فإن العبارة 
أعلاه صحيحة عندما 1+ ۳= م > وبالتالي فإن <١‏ "2 
لكل * دم 

(ب) التكن م5 < "2 ,5< Pn): Vn‏ . اذا عندما 0-5 »ء نجد أن 
5 < 32= 2 وعليه فإن (5)معبارة صحيحة » والآن لنفرض أن 
P(m)‏ ی ص5 < "2 لكل )> ص > 5 » والإثبات صحة العبارة 
(1+ )۴ » لاحظ أن 
<10m = 5m + 5m < 5m + 5 = 5) +1(‏ ' "2 ج 5m‏ < "2 :و عليه, 


فان )1+ P(m‏ غا ف ذا م5 < "2 لكل 5< مر . 








مثال (۷) : 
أثبت أن 0 < 25 + "13+ “م9 Vn < -1 , 2n‏ 

الاثيات_: 
لتكن 0 < 25 + "13+ 2n" -9n7‏ , 1- < ما .P(n):‏ إذا عندما 1- 0ء 
نجد أن 0 <1- 25 +(1-)13+ ”(1-)9- '(1-)2 » وبالتالي فإن (2)1 


2 3 
+13mMm + 25 >0‏ و9 - 2M‏ . 11> 51 > إ سد 











مقاهيو أساسية 





ولإثبات صحة (1+ ۶)٠١‏ لاحظ أن 
(m-1)‏ 6ح (25 + و3 ا+ Om? -9m?‏ -25 + ([ + مم) 13+ “(1 جوم 9- (m+)‏ 2 
لکن 0< 25 + م13 + مم9 - 3m‏ ء لان (2)0 ص سحيحة › 
0> 1- ص)6 لكل * لاع صدء إذا 
0 < 25 + (1+ بم)13+ 1(2+ 2)m +1(* -9)m‏ › وعليه فإن (1+ P)m‏ 


صحيحة وبالتالي فإن (2)0 صحيحة لكل , 1- < 6 








مثال (۸) : 
E EEE .‏ م 1 
اذا كان 7 ع ۲,۸ ء فاثبت أن لل اع طل = لكل > م > 0 
الم r rf (n‏ 


الاثبات : 
0 1 1 
ادا كانت 0.1 = 1 > فان لاع 1< : لاع 1ع ب =leN‏ 
0 0 1 
وعليه فإن العلاقة أعلاه صحيحة عندما 0,1 = ١‏ . والآن لنفرض أن 


m +1 ا‎ m 
Osr s(m+1)« چN ولكى نشت أن‎ . r >m 0ك‎ ٠ eN 
r r 


و m +1 m+]‏ 
لاحظ أن 1 © 1- » =leN‏ > كما أن 
m +1 0‏ 


m +1 m m‏ ش 
(1)... | ]+[ | کر I<srsm‏ 
r r r~]‏ 
تسمى العلاقة (1) قاعدة باسكال والتي يجب أن تسمى قاعدة الكرخي أنظر [۳] 


m m 
e r 


n m +1 
Osrsn لكك 1+ >1 » وعيه فان لك‎ | | 
r 


r 








ذا هيو أساسية 


ا 
)۱( أثبت أن 


n(n +1) 20 


=1 كك *لاعم . 
2 دز 


(ب) 0-2 -2) ل كل * العم 


| دز 


. n ×” لكل‎ (4i +1) = 2n +3n +1 (<) 
i=1 
n 2 
.neN” (د) اللعماة إن بي من‎ 
5 


n+l 


1-8 





(ه) إذا كان 1ع ج » فإن 1 ارده 
8- 5 
2 2 3 0 
E +9n° +n-—1) 71‏ عه 
30 !دا 
SE E e “0‏ 


5 اا العم 

(ط) 2-1م2) =n‏ 2-17 لا كل neN‏ . 
i=1‏ 

(ي) 2 ر ددا neN‏ . 

(ك) 2 1 3 لكل * neN‏ . 


i=] 


)20-1)2+1( 2n+1 
أثبت أن‎ () 


3 (r + Dr!= n(n +1)! )ب(‎ 3 r(r!) = (n +1)!-1 (أ)‎ 
=1 


r=1 











معاهيه أساسية 





1 1 
2 E ` (n+! 


)ج( 


1 Xx SIN x 
1] (= و‎ 
2 5 E 


)و( م6 < "2 لكل 5 nz‏ 








(ه) n” <2" <n!‏ لكل n>5‏ 
(ز) "م>ام لكل 22م 
(۳) إذاكان 1 >< >1 - » فأثبت أن رم +1 < "(«+]) لكل neN‏ . 
)ئ( إذا كان ٠ meN‏ (م<5| لاع 48-1 بحيث أن gy meA‏ 
<n +1 € A)‏ ف ع «) » فأثبت أن 4-78 . 
)°( أثبت أن العبارتين الآتيتين متكافئتان : 
(أ) قاعدة الترتيب الجيد (الحسن) . (ب) القاعدة العامة للأستقراء الرياضي. 
(٦)‏ "خاصية أرخميدس Archimedean Property‏ " 
إذا كان * 1ج ط,ه » فبرهن على وجود * ٤×١‏ م بحيث أن ط < 298 . 
(۷) إذا كانت ... , رگ 
0( ")1 )= يبم1 1 f ۴ n+2‏ لكل اعم : 


8-6 = ۴ لكل ET‏ ع 1-5 


(ب) 2 2 2 


, دگ , ,1 متتابعة فيبوناشي فأثبت أن 











(ج) 1 وب = 2fi‏ 
i=‏ 
)۸( تسمى المتتابعة 29,٠٠0‏ ,7,11,18 ,4 ,3 ,1 متتابعة لوكاس 


sequence (‏ ucasا)‏ نسبة للرياضي الفرنسي لوكاس ۱۸٤۲(‏ - ۱۸۹۱) 
والتي تعرّف کالاآتي 
VneN’‏ 1 بعلا وود ك LS‏ 2 3= يآ 2 1= L,‏ 1 أثبت أن 


)( كلا من L3n-1 . L3n-2‏ عدد فردي بينما L3‏ عدد زوجي ٠‏ 


مواهيو أ ساسية 
(ب) **"(1-)5 = رہم ,بآ - رمآ . 


. neN’ JS L, و‎ MS 3 


)3( أت أن 
n+‏ 
ا 





= م 1] لکل 12 . 
1-2 


6 الإ ل (لإ-×) لجميع قيم 2 الزوجية . 


٠ ,)رح‎ +b;)= 3,a; RSD (ج(‎ 
=| ا=‎ 1-1 
: 113 6 -11 115 د‎ 
j1 i1 أا‎ 


(۰) إذا کان a; BEN,‏ > فأثبت أن 


n 


<a bY [I +b0>T[ar +I, )( 


i= ادا‎ | i= =| 


2K 2f 2f f 2F 2k 2F 





قابلية القسمة (Divisibility)‏ 
يضم هذا الفصل ثلاثة بنود ندرس فيها القسمة الخوارزمية والقاسم المشترك 
الأعظم » الأعداد الأولية والمبرهنة الأساسية في الحساب وبعض تطبيقاتها . 
؟-1_: القسمة الخوارزمية والقاسم المشترك الأعظم 
القسمة هي إيجاد عدد نسبته إلى الواحد كنسبة المقسوم إلى المقسوم عليه » 
أما القاسم المشترك الأعظم لعددين أو كثر فهو أكبر العوامل المشتركة بينهما » 
ومن الطبيعي وجود خواص لكل منهما وهذا ما نرغب بدراسته في هذا الجزء . 
تعربف ۱-۱-۲ : 
إذا كان ٠ ه,ط٤ 7Z‏ ۶0( » فيقال عن 2 أنه يقبل القسمة (16ط017151) 
على اط أو أن ط تقسم (01071065) ج إذا وجد 7٤ص‏ بحيث أن تمط - 8 . 
إذا كان 2 يقبل القسمة على ط فيعبر عن ذلك بالشكل 5١8‏ أو 0 
أما إذا كان 2 يقبل القسمة على ا فيعبر عن ذلك بالشكل 5288 . 
مثال )١(‏ : 
(أ) 316 ٠‏ لأن 6-23 بينما 476 لعدم وجود "٤7‏ بحيث أن 
6=4m‏ . 
(ب) 2١0‏ لكل 7عص اء (ج) 218+ لكل meZ”‏ 
(د) +1١8‏ لکل 2ع 
(ه) إذا كان 22*3+3257 - ,هھ ء فإن 5١8,‏ لكل * 71 5 ويمكن أثبات 
ذلك بالاستقراء (الاستنتاج) الرياضي ٠»‏ لأنه إذا كان 1= ١ء‏ فإن 5= ,8 
يقبل القسمة على 5 . إذافرضن أن 5١87‏ فإن 


000 





20-1 2m-1 
225 =10)k -2×3"' کے > وعليەفإن‎ 


ولكي نشت أن ١ a n1‏ 5 > لاحظ أن 

272m1 4 371 5 2(10k - 2x37" 1) +3‏ 0 ا 
5 5 5 

وعليه فإن 5١2...‏ . إذا ,4ا5 لكل * 71 22. 


والآن إلى بعض خواص القسمة 


= 4+ 32-1 


مبرهنة ١-١-۲‏ : 
إذا كان 7ع ,طا ,هھ » فان 
() 4۱71 ج> 71 = ۾ )ب( (b\a^ c\bۆb) > c\a‏ 
(b\a)^ (a\b) +4 a= Fb (<)‏ )د( bc\ac‏ ج (b\la)^c#0‏ 
(ه) c\larc\b>c\ax+by Vx, ye€Z‏ 


سنثبت (أ) » (ج) » (ه) ونترك الباقي للقارئ . 
(( نفرض أن 3١71‏ . إذا يوجد 7 >8 بحيث أن 30-71 › وعليه فإن 
1= || |= إط| . لكن كلا من 2 » ط لا يساوي صفرا . إذا 1< |4| و 
1 < اط| فإذا كانت 1 < |2 أو 1< إطإء فإن 1< إطه| . إذا 1= |إط|=|ھ| ومنه 
ينتج أن 8-71 8-71 . 
وإذا كان 71 = 8 فمن الواضح أن 2+1 . 
(ج) إذا كان 5+ = ه فمن الواضح أن 5١8‏ و 23١5‏ . ولإثبات العكس نفرض 
أن ١ط‏ و 8١5‏ . إذأ mb‏ ع » هم-ط حيث 7 2,2 » وعليه فإن 
8 = 2 ومنه ينتج أن 1 - mn‏ . إذا 1= =۳ حسب (أ)» وعليه 


فإن 6+ << . 








قابلية القسمة 





(ه) بما أن 8١اعو‏ طاء بالفرض» إذا nca = me‏ =[ حيث Z⁄‏ كع 0,1 « 
وعليه فإن ©(250) = ع0 = ×ھ لكل Z‏ © × و (yہ)‏ = لإ(عم) = by‏ لكل 
967 .ذا 2/0 4 1207) = €Z jS ax+by‏ 059 + 12076 . إذا 


. c\ax+by 





مبرهنة ۲-١-۲‏ : " القسمة الخوارزمية Division Algorithm‏ " 
إذا كان 7» 2,5 ٠»‏ ۶0 ط فيوجد عددين صحيحين وحيدين 20,1 بحيث أن 
sr < |b) «a= mb+r‏ 0 : 
إلبر هان : 
)١(‏ لتكن 6<0 . إذا 
(أ) إذا كان 0 > <a‏ 0 » فإن 2-0:5+2. 
(ب) إذا كان 0 < ط <ه » فافرض أن [0 < 6عا-8 , S= )a-xاط|× ٤Z‏ 
إذا b>1‏ حسب مبرهنة )١1-7-١(‏ » كما أن b <la‏ لها »> وعليه فإن 
0 < 5إها + a‏ = ا (4|-) -2 » ومنه ينتج أن 2-665 عندما 
إو = × » وعليه فإن © <8 . لكن 5 مجموعة جزئية من 23 و N١N‏ 
مرتبة جيدأ حسب قاعدة الترتيب الجيد . إذأ 5 تحوي عنصر أول (أصغر) 
وليكن .١‏ إذا يوجد "٤72‏ بحيث أن (ام - 2 + » وعليه فإن 
+ طم عع <« r>0‏ . ولكي نثبت أن >٥‏ نفرض أن طا <۲ . إذا 
=)a-mb(-b=r-b <0‏ 1(6+ مم ) - ج » وعليه فان 2-65 . 
لکن ۲> 8-8 بناقض کون ۲ عنصر أصغر في 5 . إذأ >۲ » وعليه 
فان ++ <|b| › a= Mb‏ >0 : 
(ج) إذاا كان 2>0 فإن 2<0- وعليه يوجد 2,462 بحيث أن 


26+1-<2- حيث >051 حسب (ب) . إذا + -6(م-) عدج 





0 >->6- . فإذا كان 0= فإن طم- - 2 »> 0<( أما إذا كان 
0< فإن (-6)+ط(1-1-)=ه وعليه فإن ۲إ+طاص=ه حيث 
1>7- مح رو « O<r=b-t<b‏ . 


(۲) إذا كان 0 >5 فإن 6- - إط| » 0 < 5- » وعليه يوجد 1,۲٤7‏ بحيث 
أن —nb +r‏ د a = njb| +r‏ 2 6 > >0 حسب (ب) . وبوضع 


م- - مز نجد أن 7 + طص = ھ حيث ام < >0 . 


ولإثبات وحدانية 20,6 » لاحظ أنه إذا كان 7+ طرمجط حم + مم «a=‏ 
(| > + > 0 » إط|> >0 فإن (,2-10)ط - م - r‏ » وعليه فإن 
—r| = |b) |m ~m,|‏ با ولكلن | < أ - r‏ إذا 1[ >ابصح ص > 0 2 

وعليه فإن 0 -|,10- "| حسب مبرهنة (۱-۲-۱) . إذا ,120-10 حسب 

مبرهنة (١-5-١ب)‏ ء وعليه فإن 1-1 . 

لا 
(أ) إذا كان 2-57 » 5=( » فإن 115+2-<2: 0>2>5 . 
(ب) إذا كان 2-81 » 14 ط »ء فإن 56+11- - غ › (0>11>|0 . 
(ج) إذا كان 273--2 ٠‏ 17=(ء فإن 175+16-< › 0>16>17 . 
(د) إذا كان 24=ه . 6=( » فإن 0 +40 - 8 . 
والآن إلى بعض تطبيقات القسمة الخوارزمية . 
مبرهنة ۳-١-۲‏ : 
(أ) إذا كان 7ع » فإما 4= “8 أو 1+ مم4 - meZ « a”‏ . 
(ب) إذا كان ۾ عدداً صحيحا فردياً » فإن 450+1 -3 أو 4۳+3=ه حيث 
7 >2 ء وأن 1+م8- «a‏ 562 . 


n(n +1) (2n +1) e7 
6 


)ج( لكل 02 . 


١ 








البرهان : 

0( بقسمة ج على 2ء نجد أن + +20 -ج . 2>إ>0 »وعليه 
فان 0,1 -: . فإذاكان 2-0 . فإن 20 هج . وعليه فإن 
م4 = 47 = 7ھ » حيث م = ص . أما إذا كان 1 -+ » فإن 20+1 - ۾ 
وعليه فاإن 1+( + 2م)4 - 2 »وعندما + 22 - ور . نجد أن 
1+ م4 = a”‏ . 

(ب) بما أن 4۳0+٣‏ =4 » 4 > 0>۲ حسب مبرهنة القسمة الخوارزمية » إذا 
۲0,3 وعليه فإن 4 - هھ أو 1+ص4=ه »أو 2 +480 - 8 أو 
3 - 8 . لكن ۾ عدد فردي بالفرض . إذا 1+ م4 ھ أو 
3 + مم4 = ھ . فإذا كان 1+ 4۳ = 2» فان 
=16m” +8m +1 = 8)202 +1(+1‏ 27 وبوضع 1+ 2= 1 » نجد 
أن 1+ م8 = ”ه. أما إذا كان 3+ 40 = هج » فإن 
a” = 8(2m? +3m +1) +1‏ » وبوضسع 1+ 2m + 3m‏ = م نجد أن 
a” = 8m +1‏ . 

(ج) بقسمة 2 على 6 نجد أن + ص6 - ما »› 6> >0 ٠‏ 7267 » وعليه فإن 
5 ,1 --# . فإذا كان 0 -* »فان 6۳ = ٣,‏ » وعليه فان 

n(n +1)(2n +1) _ 


6 m (6m + 1) (12m + ع(3‎ 7 


وإذا كان 6-1 » فإن 620+1- 72 » وعليه فإن 


2م رن اسم لامرك ا ان 


أما إذا كان 2= » فإن 2 +650 = 1 » وعليه فإن ٤‏ 

DD Gm +1) (am +1)(12m+5)e Z 
وإذا كان 3= ۲ »› فإن 3+ "6= 1 » وعليه فان‎ 

OEM arm +1) (Gm +2)(12m+7)e Z 

















وإذا كان 4 -+ » فإن 4+ "6= ١‏ » وعليه فإن 


0 - وجوج‎ (6m +5)(4m +3( Z 
وعليه فإن‎ » ١ =6" +5 وإذا كان 2-5 » فإن‎ 

(n+ DPD بجوم‎ (6m +5)(12m +11)e Z 
a gE OD 

6 


3 


تعريف 15-1١-17‏ : 
لتكن 2< » 0>32627 .يقال عن )8,3,5٠008,80(,٠»‏ أنه تمثيل 
للعدد 2 بالنسبة للأساس ا ؛ ونكتب و[م2,2 ٠0‏ 


_رقية) -3 إذا وجد ۸<0 › 


a; تسمى‎ . 1= 0,1,0, » a, € )0,1, ۰٠, -1[ حيث‎ a= $a; bi 


i=0 
وإذا كان 2=( . يسمى التمشل‎ ٠  ددعلا‎ )لاعأاs( أرقام‎ 
التمثيل الثنائي (162165612126101 راه٣81) والذي يستخدم في الحاسباث‎ 
€ 1 0 0 1} ويكون‎ 


وإذا كان 8-3 يسمى التمثيل التمثيل الثلاثي (Ternary Representation)‏ 
وتكون )0,1,2( ae‏ : 

وإذا كان 8 = ا يسمى التمثيل التمثيل الثماني (Octal Representati0¬)‏ 
وتكون (7 ,6)0,1,2,3,4,5,6 ;4 . 


وإذا كان 10 = ط يسمى التمثيل التمثيل العشري )¬ڼRepresentati0 (Decimal‏ 
وتكون ;0,1,2;3,4,5,6,7,8,9{ € a,‏ 

















قابلية القسمة 
)H]exadecima! Representation)‏ والذي يستخدم في علوم الحاسب وتكون 
([10,1,2,0-0.15» ,4 » وتستبدل الأعداد 10,11,12,13,14,15 
بالحروف *8,0,1(,15,17,ى على التوالي . 
وإذا كان 60 = ط يسمى التمثيل التمثيل الستيني الذي استخدمه البابليون وتكون 
(59,:-10,1,2,50» ب8. 
مثال (") : 
(أ) (101111) = 47 › لأن 1+ 122+ 122+ 123+ 022+ 47-125 
(ب) ,(326) = 167 › لأن 27+6 +372 - 167 . 
(ج) م(547)-<1547 › لأن 4«10+7+ 5«2102+ 1103 1547 . 


والآن إلى المبرهنة الآتية التي تثبت تثبت أن أي عدد صحيح أكبر من الواحد يمكن أن 
يكون أساساً لنظام: عددي . 





مبرهنة 4-١-1‏ : 
إذا كان ۾ عددا صحيحاً موجبا » وكان 1>7 فيمكن التعبير عن 4 
بطريقة وحيدة على الشكل مه + طبج +...+ أ "طر_,4 + ”2,5 - 8 » حيث 
a, <0‏ › (1-ط,::: ,0,1 )كع به . 


البرهان : 

بإستخدام القسمة الخوارزمية 10 من المرات نجد أن 

(1)... >مة>0 <« مو+ط-2 
(2) ... 6 >رة>0 <« بو+86 12 
Osa, > ... )3(‏ <« ي8+طر1- ع5 
zImqD+ aq Osa > ... (M(‏ دوا 





وإذا كان 0 < ۾] » فإن , <٠-0<‏ 1< 10 < 2 وهذه المتوالية تناقصية ولا 

يمكن أن تستمر إلى مالا نهاية . إذاً يوجد « بحيث أن 0= ,5 وبالتالي 

فإن ,2۾ +500 2 ب . 

سنثبت أن و( ٠٠٠,4‏ _,4,2) = ه » لإثبات ذلك لاحظ أن من (1) » (2) ينتج 

أن 

a= b(rb +a, )+a, - rb” + ba, + a, اك‎ 

ومن (*) » (3) نجد أن 

a = ان‎ + ab” + a,b + a, 

وبنفس الطريقة يمكن أن نثبت أن 
+a b" +-..+a,b” +a b+ ap‏ ”طن دج 


لکن 0= ,2 . إذا 

... ( 21820 “` روقبة) = a= a,b" +٠٠١ + ab” + a,b + a,‏ 
ولإثبات وحدانية ذلك التعبير » نفرض أن 

0> ط>‎ -1 «< a= cb" + cq_,b" 1 +... + cb + Co ...(D 


فإذا كان ۳ < ١‏ » يمكننا إضافة معاملات صفرية في التعبير (11) ليكون 
ص = ۸ء ثم نطرح (11) من (1) فنجد أن 
(11D)‏ ...20زوع- وهوا+ طم( - به)+...+ 1 (a, -c, Jb" +(a,_ı -c,_ Jb"‏ 
وإذا وطن 0 ان فل ناماه عي جره اجج أن 
0 * » - ,0 » وبالتالي فإن 
'طلبه- ن) = '"ط(بي - (a,‏ +°--+ '"طزريه- بيه) + (a, = c„)b"‏ 

ومنها نجد أن (:3- ;)اط » وعليه فإن |.ه- :3| ٠ 8١‏ وبالتالي فإن 
(/19) ... 6< إ|بع- ,وأا 

لكن 5-1 > ,8 >0 ٠‏ 1- طك ن>0 ء إذا ط > |,»- :8 | وهذا 

يناقض (1۷) » وعليه فإن ذلك التعبير وجيد . ل 


قابلية القسمة 
مثال )٤(‏ : 


عبر عن العدد 41 بدلالة الأساس 2=( . 
الحل : 

ببلا أن 1+(2)20 -41 › 0+(20=10)2 › 0+(10-5)2 › 

1+(2)2 =5 . 0+(2=1)2 › 1+(0)2 -1 . إذا 

و(101001)-022+02+1+ 123+ 24 »0+ 2 »1 -41 

عبر عن العدد 21483 بدلالة الأساس 8=( . 

الحل : 
بما أن 3+ 2685×8 = 21483 ٠‏ 335«8+5- 2685 , 7 +4184 2335-2 
41-5«8+1 › 08+5- 5ء إذا 
و(51753) -8+3 52 + 787 + 183+ 584 - 21483 
مثال )١(‏ : 
عبر عن العدد 31827 بدلالة الأساس 8-16 . 
الحل : 

›124=7x16+12 . 1989-124«16+5 › 31827-+3 

7-7 › إذا 
x (16) +12 x )16(2 + 5 x (16) + 3 x )16(" = (7053)‏ 7= 31827 

والآن إلى تعريف القاسم المشترك الأعظم لعددين صحيحين أو أكثر ودراسة 

خواصه وإستخدام القسمة الخوارزمية لإيجاده . 
تعريف ۳-۱-۲ : 

(أ) إذا كان واحد على الأقل من العددين الصحيحين 3,6 لا يساوي صفرأًء 
فيقال عن N”‏ ع 4 أنه قاسم مشترك أعظم (greatest common divisor)‏ 
أو عامل مشترك أعلى (e]امmulti )highest common‏ لهما إذا كان 
0١8 0(‏ و bاd‏ . 
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0 إذا كان ceN”‏ وكان 2١2‏ و 16ء » فإن 6»50. 
إذا كان 8 قاسما مشتركا أعظما لعددين: ره + فقد يعبر عن ذلك بالشكل 
(ط,d)a-g۰c‏ =4 أو d= h.c.m(a,b)‏ أو d=(a,b)‏ . 
(ب) إذا كانت ,ه,٠٠٠,‏ 4,4 أعداداً صحيحة ليست كلها أصفارا » فيقال عن 
)8,,٠-:37( N '‏ = أنه قاسم مشترك أعظم للأعداد *7» :8 إذا كان 
١8 )١(‏ لكل 1,٠١:‏ 1 . 
)۲( إذا كان * 11[ ٠»‏ وكان ;4٠ء‏ لكل 1 » فإن ©١0‏ . 
مثال (۷) : 
() 6 = (18-,12-) = (18-,12) = (12,18-) = (12,18) 
(ب) 7 =(12,14,91) 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي تضمن وجود القاسم المشترك الأعظم وتعبر عنه 
مبرهنة ٥-١-۲‏ : 
(أ) إذا كان واحد على الأقل من العددين 3,527 لا يساوي صفراً » فيوجد 
لهما قاسم مشترك أعظم وحيد 4 » كما يوجد 72 20,26 بحيث أن 
d=am+ bn‏ . 
(ب) إذا کان کل من a,b‏ عدد صحيح غير صفري > وکان «a= bm+r‏ 
مم > : > 0 » فإن (a,b) = (b,r)‏ . 
البرهان : 
() الككن (2جن9,< |لاط + عند ! - 5 . إذاً إزاكقان 0=ط فإن 


8 ها - ax + by‏ >0 عندما 1=× . 0< أو 1--» › 4>0 . 





وإذا كان 8-0 فإن 5ع إط|- را +2 >0 عندما 1= ر . 0<( أو 
b<0 < y= -1‏ > وإذا كان 0عج ج 2, 0عدط » فإن 0<a? +b eS‏ 
عندما aه=‏ × y=b‏ ذا 6 «سجموعة چ كيز کال ن N‏ . 
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وبالتالي فإن 5 تحوي عنصر أول (أصغر) وليكن 4 » إذأ يوجد 2 ©11,11 
بحيث أن طا + ممه - 1 . 

ولكي نثبت أن (0.0)8,58.ع = » لاحظ أنه باستخدام القسمة الخوارزمية 
يمكننا إيجاد ۲,1٤7‏ بحيث أن + a= dt‏ › إط| > :> 0 . إذ 
+ -2 -+ ؛ لكقسن «r=a(l-mt)+b(-nt) li} . d=am+bn‏ 
وعليه فإن ۲٤۶‏ » ل >+ وهذا يناقض كون ل عنصر أول في 58 . إذا 
0= ۲» وعليه فإن 412 . وبنفس الطريقة يمكن أن نيرهن على أن اال . 
إا قاسم مشترك للعددين هءط وإذا كان 7ء » ١ع ٠‏ طا فإن 
(م0ط+ إه) اء حسب مبرهنة (۲-١-١ه)‏ ء وعليه فإن 4أ . إا d‏ 
قاسم مشترك أعظم للعددين 0ة . ولإثبات وحدانية 4» نفرض أن eez”‏ 
او أعظم آأخر للعددين طبر . إذا ١ل‏ و e\ld‏ 
وعليه فإن 0 -© . 

(ب) نفرض أن (8,5) -4 . إذا 412 4١56 ٠‏ » وعليه فإن 0مم- 4١8‏ وهذا 
يعني أن 4١+‏ » وبالتالي فإن 4 قاسم مشترك لكل من 5,: . والآن ليكن 
c\r<«c\b gceNُ‏ . إذا ++682 2١‏ » وعليه فلن ۾ اء » وبالتالي 
فإن © قاسم مشترك للعددين طره . إذا »6١4‏ وعليه فإن (6,7) =4 . 

Û 

نتيجة : إذا كان c<0 » 3,5,» ٤Z‏ »فإن (8,56)ه (ac,bc(=‏ . 

ليكن (ط,ه) -4 . إذا يوجد ٤2Z‏ ١,ص‏ بحيث أن ١ط‏ + ”4= حسب 

مبرهنة )5-١-5(‏ . لكن 418 و 6١ل‏ ء إذأ عهاعك ٠‏ ٥ط٠ءل»‏ وعليه فإن 

© قاسم مشترك للعددين ٥ط,عه‏ . والآن لنفرض أن ع8١» ٠»‏ ©15١هء.‏ إذ 
acx + bey‏ اع لكل 7» ل,× حسب مبرهنة (١-١-١ه)‏ › وعليه فإن 
el acm + ben‏ وهذا يعني أن ع(مط + 820) اء › وعليه فإن ع0١» ٠‏ إذا 

(طيه)ء دعل (ac,bc)=‏ . 
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ملاحظة : 
إذا کان d= (a,b) = am + bn‏ ل عت د 
المثال الآتي . 





ليكن 18=هھ» 27 -ط . إذا 
(1-)27 + (2)018 = 27 + (1()18-) = (18,27) = 9 
وعلى الرغم من كون مبرهنة )5-١1-7(‏ تضمن وجود القاسم المشترك الأعظم 
لأي عددين صحيحين غير صفريين » فإنها لا تعطي طريقة لإيجاده » لذا سنورد 
المبرهنة الآتية (الطريقة الخوارزمية) التي تضمن وجود القاسم المشترك الأعظم 
وكيفية إيجاده وإيجاد 702,5 أيضاً . 
ميرهنة 5-1-7 
إذا كان 2,5 عددين صحيحين غير صفريين واستخدمنا القسمة الخوارزمية 
المتتالية الآتية : 
a =bm, +r, ٠ 0>, > |‏ 
+r, 4642 0> <F,‏ رb=rım‏ 
١ I =m; Fj 2 0 >12 <Y,‏ 


r - 1114 +14 6) 0 > 1 > 


اوفقوو مم مو وا ا ووو 


مورفم م وم وو ا وو 


فإن (ط ,ھ)cdع‏ = ۲ E‏ إبتداءَ من الأخيرة 
إلى الأولى لإيجاد 7 © ۳,۸ بحيث ۸ط + =am‏ :۲ . 

بما أن ...< ر۲ < ۲ < || . إذأ عدد البواقي لا يمكن أن يزيد عن (1-إص) » 
وعليه يوجد ٤N"‏ 1 بحيث أن 0= f,‏ ولك تفت :أن f = g.c.d(a, b)‏ 
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لاحظ أن ,20 1ح ۲_١‏ يعني أن ماع .لکن :+ بسار - رم . إذا 
ون ودياك pT‏ دو اك ود إذا ج515 » وعليه يمكن 
الإستمرار بنفس الأسلوب لنثبت أن 8 و 5١‏ . إذا ,۲ قاسم مشترك 
للعددين ط,ه . وإذا كان 7عc‏ و ها » 6١ء‏ فمن المعادلة 7+ ,معط - 2 
نجد أن 2١5,‏ . ومن المعادلة ,1+ 150 - 6 نجد أن ,اه وهكذا يمكن 
استخدام جميع المعادلات الواحدة بعد الأخرى ونصل إلى أن ۴١ء‏ . إذا 
E = gcd(a, b)‏ . 


ولإيجاد ۳,١ ٤7‏ بحيث أن ١ط‏ +880 = 1 استخدم المعادلات الواردة في 
المبرهنة من الأسفل إلى الأعلى تجد أن 
MM;‏ وح (Fig‏ ~ ود > بطل - وز = f‏ 
M; ( > ٠١١ - am + bn‏ ب_بطط+ 1) و1 + -f_3M;‏ = 
لا 
مثال )١(‏ : 
(أ) أوجد القاسم المشترك الأعظم للعددين 252 , 90 ثم أوجد ٤7‏ ۳,۸ بحيث 
أن d= 252m +90n‏ . ۰ 


لإيجاد ل لاحظ أن 72 +(2)90 = 252 » 18+(90=1)72 2 
(4)18-=72 . إذا 4-18 . ولإيجماد 167ر بحي ث أن 


252m +90‏ =4 . لاحظ أن 72=90-d‏ . إذا 
(90)3 + (1-)252 = 4 ج 0 -90+(2)90 = 252 . وعليه فإن 
.N=3 < M=-—-1‏ 

(ب) أوجد القاسم المشترك الأعظم للعددين 2746 » 335 ثم عبر عنه بالشكل 
2746m +335‏ . 


لإيجاد القاسم المشترك الأعظم لاحظ أن 
5=5x1 + 66<-13)5(+1 › 335- 5)666(+5 › 2746= 8)335(+ 6‏ 


2S 


إذأ 4-1 . ولإيجاد 50,5 لاحظ أن 
6 ×66 + 335 ×13- =|(5)66 -66-13]335 = (5)13 -66 =1 
-13x× 335 + 66)2746- 8× 335( = 2746 × 66 + 335)-541(‏ = 
إذأ 66 m=‏ › 541 دم . 
ملاحظة : 
يمكن حساب القاسم المشترك الأعظم 4 للعددين 2,5 وإيجاد 7 © 150,1 بحيث 

أن am + bn‏ = ل بإستخدام طريقفة بلانكل ثب (Blankinship)‏ . 
American Mathematical Monthly (1963)‏ روهي : 








: ب a 1 0١‏ 
نفرض أن 2<<0 » وأن 1 هو سيف (بالتعاققب) 
مضاعفات أحد الصفوف إلى الصف الآخر 'يسمى مثل تلك العمليات -عمليات 
صفوف أوليه + »» " إلى أن نصل إلى مصفوفة بالشكل 
x‏ 0 : م m‏ ك0 

d = ,ھ)‎ b( = أو فيككون ,ہ6 + ص‎ 0 
0 x y d m n 

ونوضح هذه الطريقة بالأمثلة الآتية : 
مثال )٩(‏ : 

أوجد (ط,4) =4 ثم أوجد ٤7‏ ",ص بحيث أن طا +صه= عندما 


(أ) 18=ط ,4=39 › (ب) 365= 0 , 8-1976 . 
الحل : 

(39 1 0١ . ١ 
نما ا“‎ )| 

(5 0 / 0 


الثاني ر۲ في (2-) ونجمعه مع الصف الأول ,۲ فنجد أن 


39 1 0١ و‎ 3.1 2 
حي‎ r + 
18 0 1 18 0 1 


=4 » وبما أن 3+(2)18 = 39 إذأ نضرب الصف 
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لكن (6)3 = 18 . إذا نضرب الصف الأول في (60-) ونجمعه مع الصف 


ا ا ا E‏ 
و 12ا 
13 6- 0 1 0 18 


الثاني فنجد أن 


إذأ (2-)18+(4=3=39)1 . 


0 1 1976 
(ب = A‏ . 151+(365)5 = 1976 . إذ 


1 0 365 
E‏ جتفت ۸ . لکن 63 +(2)151 = 365 › إذا 
5 : 1 > » أك 
١ 0 0 1‏ 


اااي ف 1 151 
. 0 365 


وحيث أن 151 ؛ إذا 


0ه 


1 E iE + 
و‎ | 
63- 22 وا‎ 


ا 
س 
ت 


وحيث أن ك . إذا 


-92 
2 


لکن 0 


5 7 “Fm + 
کے‎ 
-2 


17 2 


+5 


-02 
و 2 ا‎ 
~12 157 
E a CE 
-29 7 -29 7 
حر‎ 


وعليه فإن 0 -)1-1976 - (1976,365) 


151 
63 
25 
6 


0 
| 


ریا 


12 
13 


12 
1 


. d= 


فايلية 1 5 a‏ 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي توضح كيفية إيجاد القاسم المشترك الأعظم لأكثر 


مبرهنة ۷-١-۲‏ : 
إذا كان ,2,: ,٠‏ 4,4 أعداد صحيحة غير صفرية » ۸<3 فإن : . 
)أ( (ية , ),4,..., (a,‏ ههج المع = (ية,: ٠:‏ )لمع d=‏ . 


n 
i=l 


البرهان : 
() نف رض أن (ھ,, )لمع d=‏ › ( ,°„ ب0)0مع c=‏ › 
g.c.d(c,a, )‏ دع ٠‏ إذا 08 لكل ۸,ء٠٠,1=1 ٠»‏ وعليه فإن ءال ومنه 
ينتج أن 0١6‏ . وحيث أن ٠» »١©‏ جام . ذا 8ه لكل 1,٠,2‏ عل 
وعليه فإن 4١ه‏ . لكن * 2 ©>4,ه . إذاً 4 -ه . 
(ب) أستخدم الأستقراء الرياضي على 3< «والمبرهنة (؟١-١-5)‏ تحصل على 
الوطاوية: 


لا 
. ع٠‏ 


أوجد القاسم المشترك الأعظم ل للأعداد 30,21,66 ثم أوجد 2 © 1,1,1 

بحيث أن +661 + م21 + 300 - 0 . 
الحل : 

بما أن (30,21(,66)) = (30,21,66) =4 › 3- (30,21) دع . إذا 

(1()66) +21(3-) = 3,66(=3) =4 .لکن (3)21+(230- ع . إذا 

. d4 = )-21(])-2()30( + 3)21( [+ 66)1( = 42)30( + )-66()21(+660( 


١ 


1١١ 4 
تم أوجد 10,18,1,5 بحيث أن‎ d= )570,810,465,175( أوجد‎ 
. d= 570m + 81 0 + 495r +1 75s 
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الحل : 
بالقفسمة الخوارزمية نوج د (570,810) = ,4 »فنجد أن 
٠ 810-1)570(+0‏ 90+(2)240 = 570 »› 60+(2)90 = 240 2 
0+(1)60 -90 › (200 -60 . إذا 
d, - 30 - 90-60 = 90-]240- 2)90( | 3)90( - 0‏ 
(7)240-(3)570 = 240 -[(2)240 -3]570 = 
(7()810-) + (10)570= (7)810-570 -(3)570 = 
والآن نحسب (495 , 30) = (495, ,4) = رل بفنجد أن 15+(16)30= 495 ,2 
(2)15 -30 » وعليه فان 
[(7()810-)+(495-16]10)570 = ,495-160 - 15 - يك 
(112)810+(160()570-) +495 = 
لكن (175,ر4) =4 » إذاً 
d= )15,175( - 5 =12)15(+ )-1()75( =12d + )-1()175(‏ 
(1()175-) +[(112)810+(160()570-( + 12]495 = 
(1()175-) + (12)495 + (810) 1344+ (1920-)570 = 


ولدارسة خواص أخرى للقاسم المشترك الأعظم نورد ما يلي : 
تعريف ٤-۱-۲‏ : 
يقال عن عددين صحيحين غير صفريين أنهما أوليان نسبيا 
(عمطلم yاعativاeا)‏ إذا كان قاسمهما المشترك الأعظم يساوي واحد . 
مثال (1۲): 
)أ( 2 أوليان نسبيا + لان 1= (2,5) : 
(ب) 6,11 أوليان نسبياً » لأن 1= (11,6) . 
(ج) 8,15 أوليان نسبياً » لأن 1= (8,15) . 
(د) 335,2746 أوليان نسبياً » لأن 1= (335,2746) كما أثبتنا في مثال ۸ب . 
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مبرهنة 8-1-1 : 
إذا كان ٤7"‏ 8,6 فإن ط,ه أوليان نسبياً إذأ وإذا فققط وجد 2 © 18,52 
بحيث أن 1= م6 +820 . 
البرهان : 
نفرض أن 3,56 أوليان نسبياً . إذآ 1= (8,6) » وعليه يوجد 2 © 50,8 
بحيث أن 1= ١ط‏ +212 حسب مبرهنة )5-١-1(‏ . 
ولإثبات العكس نفرض وجود ٤7‏ ۳,1۸ بحيث أن 1= ۸ط + سه ولنفرض 
)a,(‏ -4 . إذا ه41 و 16ل . لكن هط + هة 0١‏ حسب مبرهنة 
(۲-١-١ه)‏ . إذا 411 »ء لكن *701 ع4 . إذآ 4-1 » وعليه فإن 3,5 أوليان 
نتا .؛ 


ü 


لا 
نتيجة )١(‏ : 
إذا كان ع 8,5 و (ط,4) d=‏ فلن 1= ,2 
البرهان : 
بما أن (3,5)-0 . إذا يوجد ٤⁄7‏ ۳,1 بحيث أن 30+61 -0) حسب 
مبرهنة (؟5-١5-1)‏ » وعليه فإن m+n‏ - ا > وبالتالي فإن اج 


حسب مبرهنة )۸-۱-۲( 4 


نتيجة (۲) : 
إذا كان ٤7‏ ع,ط,ة وكان 4اط ء 14ء »و 1-(ك,0) ء فإن 6018 . 
بما أن ١ط‏ و 2١8‏ . إذاً يوجد 7» 2,5 بحيث أن 05 = ۲ط 8 . لكن 
1 -(08,0) . إذا يوجد 7 > 21,23 بحيث أن 00-1 +613 حسب مبرهنة 
(1-۲-( « عليه bcsm + bern = bc(sm +11) jl‏ = مه 2 + a=abm‏ « 
وبالتالي فإن 5612 . 
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. a,(,c ٤Z لتكن‎ : ۹-١-١ مبرهنة‎ 

() إذا كان 1-(8,5) و )4,c(=1‏ » فإن 1=(ءa,b)‏ . 

(ب) إذا كان اه اء » وكان 1-(6,6) فإن ها . 

(أ) بما أن 1= (ط,a)‏ > 1-(3,6) بالفرض . إذأ يوجد 7 © 10,5 بحيث أن 
bn =1‏ + تطح » ويوجد ٤7‏ ۲,۶ بحيث أن 1= +٤‏ 2۲حسب مبرهنة 
(؟-1-هأ) > وعليه فإن 1= am + bn(ar + cs)‏ > ومنه ينتج أن 
1= (وم)ءط + bnr)‏ + 20 )3 ءو عليه فإن 1 = (©8,5) حسب مبر هنة(۸-۱-۲) 

(ب) بما أن 1= (ء,ط) بالفرض . إذا يوجد 7 ۳,۸ بحيث أن 1= نح + bm‏ 
حسب مبرهنة (۲-١-٥أ)‏ » وعليه فإن 262-28 +223 . لكن 2186 
بالفرض و .»١80‏ إذا 22 + ١222‏ © حسب مبرهنة (۲-١-١ه)‏ › 
وعليه فإن ©١8‏ . 

تميارين 
)0١(‏ إذا كان * 7ع ص ء فأثبت أن : 

(أ) “55-2 يقبل القسمة على 3 . 

(ب) ("5- "7) عدد زوجي . 

(ج) 32*”3+4251 يقبل القسمة على 7 . 

(د) 1- ”2 يقبل القسمة على 3 . 

(ه) (1- "5) يقبل القسمة على 24 . 
(و) 1- ”2 يقبل القسمة على 7. 

) 7+ 3 يقبل القسمة على 8 . 

(ح) ""(1-)+ "2 يقبل القسمة على 3 . 
(ط) 9۸-10- "10 يقبل القسمة على 81 . 





قابلية القسمة 
(۲) أثبت بإستخدام القسمة الخوارزمية أن : 
)( كل عدد صحيح فردي يكون على الشكل 4m+3.4m+1|‏ <« 7ع جد . 
(ب) يمكن التعبير عن مربع أي عدد صحيح بالشكل "3 أو 1+ ص3 ٠»‏ 
227 . 
(ج) يمكن التعبير عن مكعب أي عدد صحيح بالشكل ص9 أو 9+1 أو 
mez < 9+8‏ . 
(9) أثبت أن 7» ,8 , 55867 عندما : 
e ((‏ 20 ا E‏ 
2 3 1 
3 
n +50‏ 
)ج( 6 n‏ 
)٤(‏ إذا كان 5 عدداً فردياً » فأثبت أن 25-1 يقبل القسمة على 8 . 
(5) أثبت أن أي عدد في حدود N‏ 11171:1111 11ل فسن أن 
يكون مربعاً كلامآ . " لاحظ أن أي حد من حدود المتتابعة يمكن كتابته بالشكل 
4+3 " 
)١(‏ إذا كان 3,5 عددين صحيحين فرديين فأثبت ”طا + 7۾ عدد زوجي لا يقبل 
القسمة على 4 . 
(۷) عبر عن كل من الأعداد 9 » 527 » 13429 › 31535 بدلالة الأساس 
b=16 < b=12 < b=8 < b=7 < b =2‏ . 


(۸) لتكن 2 » ء,ط,ة » 1= (ط,ه) . فأثبت أن . 
(أ) إذا كان هاء ء فإن 1=(ء,ط) . 
(ب) (طا,c)‏ = )ac,b(‏ . 
)ج( (a+b, a—-b)=1‏ أو .(a+b,a-b)=2‏ 
" ملاحظة : أفرض أن (ط-ه , ا +ه) =4 ثم أثبت أن 29١01و 01١26‏ 
وبالتالي فإن 2 > ((20 , 28) > 0" . 





قابلية القسمة 
(د) .neN < (a",b")=1‏ 
(ه) إذا كان (ط+ ھ)٦cء›‏ فإن 1= (ع,ط) )a,c(=‏ . 
3( 0( إذا كان 1= (ء3,5) » فأثبت أن 1= (a,c)=1 , (a,b)‏ . 
(ب) إذا كان 0 عد » » فأثبت أن (ac, be) = |c|(a, b)‏ : 
(ج) إذا كان ١١ط‏ » فأثبت أن (ط,ه+ 8) =(ط,ه) . 
د إذا كان 1= (ء,ط) » فأثبت أن (»,8,5()8) = (ءط,8) . 


) 
(ه) إذا كان وط + صa c=‏ » 7> ”,ص » فأثبت أن ءا(ط,ه) . 
( 


: أوجد (8,5) =4 » ثم أوجد 7 © 5,2 بحيث أن مط + 20ج =4 عندما‎ )٠١( 
0-1292 , (ب) 884 -ط‎ a=288 , 5-51 )( 
a = 7469 , (د) 2387 = ا‎ a = 8633 , = 7209 (ج)‎ 

d= am + bn + cr بحيث أن‎ ۳,7,۲ ٤7Z أوجد (ء,ط,3) = ل » ثم أوجد‎ )١١( 
: عندما‎ 

(أ) 8749 -» , 143ط , 2-33 (ب) 165-» , 6-60 a=120,‏ 
(ج) 2907 = ,5-594 ,8-1131 . 


)١1١(‏ أوجد (ع,٥,ط,a)‏ =4 »ثم أوجد 67 ,۳,1,۲ بحیث أن 
وء + d= am + bn + cr‏ عندما : 
c=148 , »-152 )0(‏ , 248 -ط , a=116‏ 
(ب) 1517 »ع , 2907 دن , 594 -<ط , 0-113 
(ج) 8752 -» ,17801,6-11503<ط , a=21355‏ 

: يمكن إستخدام الطريقة الآتية للتعبير عن العدد ۾ بدلالة الأساس 2 وهي‎ )١5( 
ليكن "2 أكبر عدد صحيح بحيث أن 2"8 » وليكن "2 أكبر عدد‎ 
صحيح بحيث أن "4-2 > "2 » وليكن "2 أكبر عدد صحيح بحيث أن‎ 
-ج > "2 . إذا‎ 295-22 

0 > a- 2" +2" +2") > سج‎ )2" +2" (> 2-2" >a 


قابلية القسمة 





وبنفس الأسلوب يمكن أن نصل إلى الآتي : 
2 "2 + "2 دج ج( '"2... + "2 + '"2) - a‏ 
فمثلا للتعبير عن العدد 147 بدلالة الأساس 2> لاحظ أن 147> 27 2 
وبالتالي فإن 19= 147-2 › 2*>19 . وعليه فإن 19-16-23 › 
5 وكيا CTE‏ وك ون 
19-27+24+3-2+24+2+1 2= 147 
+1x× 2 +0 × 2° + 022 +1x 2+1‏ 025 + 26 »0 + 27 = 
وعليه فإن ر(10010011) = 147 . 


عبّر بإستخدام هذه الطريقة عن كل من 388 945 بدلالة الأساس 2 . 
لا 
؟-_: الأعداد الأولية Prime Numbers‏ 


تكمن أهمية الأعداد الأولية في تطبيقاتها الهندسية من جهة » وأعتبارها 
حجر الأساس في بناء الأعداد الصحيحة من جهة أخرى » وهذا ما نرغغب 
بدراسته في هذا الجزء الذي يضم تعريف العدد الأولي ودراسة خواصه الأساسية 
تعريفب ۱-۲-۲۳ : 
(أ) يقال عن ˆ 51 أنه عدد أولي )Prime Number)‏ » إذا كان 1< م 
ولا يقبل القسمة إلا على ۲ و1 . 
(ب) يقال عن ٤72‏ ۾ <1 » أنه عد مؤلف Ii} « (Composite number)‏ 
كان 2 عددا غير أولي . 


مثال :)١(‏ 7 
(أ) 2,3,5,7,11,13,17,19,23 أعداد أوليه بينما 6 عدد مؤلف لأن 6 يقبل 
الق هن 3 
(ف) 51-22 غل مولت لأن 52 يقل القيسمة على 2 لأحظ أن 
(2)61 = 51+2 . 








قابلية القسمة 





(ج) 3 + !5 عدد مؤلف » لأنه يقبل القسمة على 3 »ء كما أن (3)41 - 3+إ5 » 
(3+إ5) > 1>3 › (3+!5) >1>41 . 


مبرهنة ١-١-۲‏ : 
إذا كان 2 < ١‏ ء فإن 0 عدد مؤلف إذأً وإذا فقط وجد ٤7‏ 2,5 › بحيث أن 
طهوعحتص» «1<a<n‏ 22> ط> [1 
١‏ یک م عا 
البرهان_: 
إذا كان 26 = 2ء 2 > 8 >1 »2 > 6 >1 » فمن الواضح أن 2 عدد مؤلف . 
و لإثبات العكس نفرض E ET E EE‏ مع جح 1 و a\n‏ 
وعليه يوجد bez‏ بحيث أن 80 - 0 »لكن 1,467 . إذا cbez”‏ 
وعليه فإن 1>4 › ط>1 . لكن ماج و هاط .إا > و ”كط . لكن 
an › a1‏ . إذأ م > ع >1 . وإذا كان 1= » فإن 8 - موهذا غير 
ممكن . إذأ 8+1 . وإذا كان «=طءفإن 2-1 وهذا غير ممكن . 
إذأ ”> ط>1 . 
0 
ملاحظة : 
كل الأعداد الأولية فردية ما عدا العدد 2 »> وكل منها على الشكل 1+ ص4 أو 
4۳-1 حيث ٤7”‏ ۳ » لأن أي عدد صحيح يمكن كتابته بالشكل 





meZ ‘+ 4m, 4m+l, 4m+2 , 4+3‏ 
لكن 450 ليس أولياً » كما أن 2+ "214 » وعليه فإن 4۳+2 عدد أولي 
عندما 21-0 و 2 عدد أولي زوجي . إذا أي عدد أولي فردي على الشكل' 
[ + مرك <« 3+ 4m‏ . لكن | * 4m -1|men‏ = مك 12 | 3+ مم4 | S=‏ 
إذأ كل عدد أولي فردي على الشكل 40-1 أو 1+ مم4 <" men‏ 
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ولأهمية الأعداد الأولية وضع العلماء تخمينات (001[6©140165) كثيرة عليها 

منها : 

(أ) يوجد عدد لا هائى من الأعداد الأولية على الشكل ۶+1" ›* مهعم 
وهذا الحدس أو التخمين لم يثبت بعد . لاحظ أن 2-12+1 1+ 5=2 » 
14(5+1:37-62+1:17-42+1)-197. 

(ب) حدس جولدباخ (5919١-1755١م)‏ عام ٩٤۱۷م‏ : 

اول 

لاه ظأن 4=2+2 › 6=3+3 › 8=3+5 › 1=3+7› 

.16 -5+11.14-7+7 › 125+7 


وإذا كان حدس جولدباخ صحيحاً » فإن ذلك يعني أنه يمكن العبير عن أي 
عدد فردي أكبر في 5 كمجموع ثلاثة أعداد فردية » لأن إذا كان 1<5 
عدداً فردياً فإن 2-3 عدد زوجي أكبر من 2 وعليه فإن 0+م 2 8-3 » 
حيث ,م عددين أوليين وبالتالي فإن 0+3+م -28 . 

(ج) يوجد عدد لا مائي من الأعداد الأولية على الشكل 2 + م,م » حيث م 
عدد أولي . يسمى مثل تلك الأعداد أعداد أولية توأميه 
win primes)‏ ).مل 3,5 › 11,13 › 17,19 . 

(د) تخمين أو حدس الفرنسي لاجرانج )۱۸۱۳-۱۷۳١(‏ عام ١۱۷۷م‏ : إذا كان 
۸ عددا صحيحاً فرديا أكبر من 5 » فإن 202 + ,=۸ » حيث ٥2+٥,‏ 
عددين أوليين . ٤‏ 


والآن إلى التعريف الآتي : 





قابلية القسمة 
تعريف ۲-۲-۲ : ٠‏ 

الترتيب الطبيعي للأعداد الأولية هو 2S Pao‏ ,2= 2 وليسمى Pn‏ 
العدد الأولى النوني في الترتيب الطبيعي . 

ويمكن أن نبرهن ما يلي . 


7 


مبرهنة ۲-۲-۲ : 


27< رم لكل” مك م . 
البرهان :_ (باالأستقراء على 0) 
إذا كان 1 - م ٠‏ فإن 2= ,م وعليه فإن العلاقة صحيحة عندما 1-1 
الان لتفوسن أن العلاقة أعلاه صحيحة فنا مركي :ذا 0 
a a ES‏ صلختل اه 


m~l 
لك‎ 
لکن 72 ے ا‎ . 


Pm+1 3 20 +1 


P2 ‘Pp +15 2 2‏ رط ك Pm‏ 
وك وروا E‏ و ذا 
. لكن 22571 >1 لكل . li}. meN‏ 


٤ m m m-1 mı 
مم » وعليه فإن العلاقة أعلاه صحيحة‎ > 22 1+2 " =2.27 =2 
' nl > 
meN” عندما 1<0+1ح م . إذا “22> ,م لكل‎ 
لا‎ 
: نتيجة‎ 





إذا كان 1< 2 عددا صحيحاً » فيوجد على الأقل 2+1 من الأعداد الأولية كل 
ما أل ن 07 


البرهان_: 


بما أن كلا من ,,م,م,:»:,:م, رم أقل من "22 حسب مبرهنة (۲-۲-۲) . 
إذا يوجد على الأقل (1 + 2) من الأعداد الأولية كل منها أقل من "22 











مبرهنة ۲-۲-۲ : 
(i)‏ إذا كان 7 © 0,6 » م عددا أولياً كان p\ab‏ فإما هام أو طام . 
(ب) إذا كان 6Z‏ ,2 ,4 و م عددا أولياً وكان 4,4٠٠۰٠44‏ ام فإن 8١89‏ 
لبعض قيم ۸> 1ك] . 
(أ) نفرض أن 858١م ٠‏ 6١م‏ . إذأ 1= (م,ط) » وعليه فإن 18م حسب 
مبرهنة (١5-١-1ب)‏ . 


(ب) (بالأستقراء الرياضي على 2) . 
فإذا كان 2-1 فإن ١3,‏ بالفرض ٠‏ وعليه فإن النتيجة صحيحة في هذه 
الحالة . والآن لنفرض أن النتيجة صحيحة عندما 2-10 . ولكبي نشت 
صحة النتيجة عندما 1+ "= ١,‏ . لاحظ أنه إذا كان (,بم8:-٠:3,2)١م‏ 
فإن (ربى,8:-:187)82م وعليه لما 51 أو (ربى,3:-٠82)١م‏ حسب (أ) 
فإذا كان 0١8,‏ فقد أنتهى البرهان »؛ أما إذا كان ,ةلم فتن 
“142 ۰ وعليه يوجد 2>1>170+1 بحيث أن :8١م‏ حسب 
فرضية الأستقراء الرياضي . إذا النتيبجة ص حيحة عندما 1+" =1 . 
وعليه فإنها صحيحة لجميع قيم ' 71 ع 5 . 


: ٤-۲-١ مبرهنة‎ 

(أ) كل عدد صحيح أكبر من الواحد يقبل القسمة على عدد أولى . 
(ب) مجموعة الأعداد الأولية لا نهائية . 

البرهان_: 

(أ) نفرض أن 


م ۶( 2 أكبر من الواحد ولا يقبل القسمة على عدد أولي |"7© 2)- 5. 





لتنا 
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إذا 5 تحوي عنصر أول (أصغر) وليكن 2 . إذاً 10 أكبر من الواحد ولا يقبل 
القسمة على عدد أولي فإذا كان " عدداً أولياً فإن 22١53‏ وهذا خلاف الفرض» 
أما إذا كان ص غير أولي ٠‏ فإن 2١722‏ » ص1۶۲۶ ء وعليه فإن 12>" ء. 
ومنه ينتج أن ۶5 7 » وبالتالي فإن + يقبل القسمة على عدد أولي وليكن م › 
وعليه فإن 122١م‏ وهذا خلاف الفرض أيضاً . إذأً © -8 . 


(ب) نفرض أن مجموعة الأعداد الأولية مجموعة منتهية وأن عنصرها هي 
٠ P2"‏ وليكن (,م... ,م) +1- . إا 1< ص ء وعليه فإن م 
يقبل القسمة على عدد أولى مثل م (حسب أ) . فإذا كان ,م = م لبعض قيم 
هك 1>1 ء فإن 5١م‏ و (,م:--٠:مرم)١م‏ ء وعليه فإن »0١1‏ ومنه 
ينتج أن 1-م وهذا يناقض كون م عدداً أولياً . إذا ,معدم لكل 


0 - 1 » وعليه فإن مجموعة الأعداد الأولية مجموعة لا نهائية . 


نتيجة )١(‏ : 
لكل عدد مؤلف 1 قاسم أولي م بحيث أن واكم : 
بما أن 1 عدد مؤلف . إذا مه - n‏ » bك1>a‏ .وعليەفاإن a <n‏ 2 
وبالتالي فإن 8/> ه . وبتطبيق مبرهنة (5-7-17)) يمكننا إيجاد عدد أولي م 


بحيث أن 2١م‏ . لكن 2١2‏ . إذا 0 و ھ2 کم » وعليه فإن psn‏ : 
لا 
والآن إلى النتيجة المهمة الآتية والتي يجب أن تنسب إلى ابن طاهر البغدادي 


(المتوفي سنة 37١٠م‏ » بدلا من فيبوناشي (۱۱۸۰-١٠٠٠م)‏ . 
نتيجة (؟) : 


إذا لم يكن للعدد 1< 1 اسما أولیا آقل من أو اوی n‏ »> فإن 2 عدد أولى . 





البرهان : 
نفرض أن 7 عدد غير أولي . إذأ 0 عدد مؤلف وعليه يوجد عدد أولي م 
بحيث أن 2١م ٠»‏ ١ہ‏ ك م حسب نتيجة )١(‏ » وهذا خلاف الفرض . 


مثال (۲) : 





أت أن 257 :عدو أولى : 
الإثبات : 
بما أن 17> ١/257‏ > 16 » إذا الأعداد الأولية الأقل من أو تساوي 257/+ هي 
3 .كلسن 1+(128)2= 257 › 2+(85)3= 257 2 
257-12 › 5+(257-36)7 › 4+(257=23)11 2 
257-9130 . إذا 257 لا يقبل القسمة على أي من 2,3,5,7,11,13 


. وعليه فإن 257 عدد أولى حسب (نتيجة ؟) . 


ول اطاضقة E‏ ر 
أيراتوستين Crible d' Eratosthene‏ « )114-1۷7 ق.م) > أمين مكتبة 
الإسكندرية وأول من حسب محيط الأرض بطريقة هندسية " . يمكننا إيجاد 
الأعداد الأولية الأقل من أو تساوي العدد 2 . 


فإذا كان المطلوب إيجاد الأعداد الأولية الأقل من 90 نكتب جميع الأعداد بين 
2 » 90 » ثم نشطب مضاعفات الأعداد الأولية التي تقل عن أو تساوي 90/, 
وهي مضاعفات الأعداد 2,3,5,7 فما بقى من تلك الأعداد يكون أعداد أوليه . 
اذا الأعداد الأولية الأقل من 90/ هي : 
,2,3,5,7,11,13,19,23,29,31,37,41,43,47,53 
9 2 
وبإستخدام غربال إيراتوستين ونتيجة )١(‏ › نلاحظ أن الأعداد الأولية الواقعة بين 
0 » 180 هي : 
119 11 
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وحيث أن لكل عدد صحيح موجب 1١‏ يوجد على الأقل 1 من الأعداد المؤلفة 
(1+ م)+!(1+م) ,۰۰۰ , 3+ه!(1+ م) ,2+ م) لآن (+m‏ + م)امم لكل 
2<msn+1‏ . إذا توزيع الأعداد الأولية غير منتظم بين الأعداد الصحيحة » 
والسؤال الذي يطرح نفسه هو : هل يمكن إحصاء الأعداد الأولية (×)2 التي 
تقل عن أو تساوي العدد الحقيقي × ؟ وللإجابة على السؤال : لاحظ أن 
م عدد أولي ,× > م :31 » م)|= (×) » وعليه فإن 4= (5)8 ٠‏ وقد حسب 
الأأماني جل سوس (۱۷۷۷-١١۸٠م) ٨)3×10°(‏ فوجد أن 
6 = (؟3×10)× » ولاحظ عام (۱۷۹۱م) أن معدل ازدياد (×)۸ هو 





نفس معدل ازدياد كل من ي du‏ 
Inu Inx‏ 


الآتية والتي تسمى مبرهنة الأعداد الأولية The prime number theorem"‏ ' . 


Lin(x) = |]‏ وتوقع صحة المبرهنة 
2 


: ٥-۲-١ مبرهنة‎ 
Lim r(x)In x 9 


xX‏ جار 


1 


هذا ولقد خمّن الفرنسي لجندر (۱۸۳۳-۱۷۰۲م) عام ۱۷۹۸ بأن 


کت نه )ب 
886ہ.ı-Inx‏ 
ومن مبرهنة )٥-۲-۲(‏ > نجد أن تعلو ان لا رو > وعليه 
xo0 X xo [nx‏ 


فإن لكل ۾ نجد أن 
Inx O 1‏ لقا Lim r(x) (Inx -a) Lim‏ 
4 


X00 2 xo0 XxX 





وعليه فإن کہ (×) لكل ۾ . 
Inx-—-a‏ 
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أما أول محاولة لإثبات مبرهنة الأعداد الأولية فقط كانت من قبل الروسي 

شبيشيف (۴عطءراعط»۲) (۱۸۲-٤۱۸۹م)‏ ببرهانه على وجود ثابتین 8,5 » 

ط>1>ھ بحيث أن ( )ا > (ير)ج > () جح عندما × كبيرة گرا كافياً » 
lnx‏ 7 


ae‏ 0 سء لكنه 


×00 XxX X400 4 


لم يتمكن من إثبات وجود تلك النهاية . 


ثم أثبت أنه إذا كان 


هذا وقد أثبت شبيشيف عام ١٠۸٠م‏ بأن 








11 
وفي عام ۹١۸٠م‏ وسع الألماني ريمان (877١1855-1١م)‏ مفهوم دالة زيتا 


(Zeta function)‏ ب /-(6)58 ٠»‏ )ع 8 » والمعرفة من قبل السويسري 


n= 

أويلر (۷١۷٠-۷۸۳١م)‏ بالنسبة للأعداد الحقيقية » موضحاً العلاقة بين توزيع 
الأعداد الأولية . وسلوك الدالة (5)) مبينا العلاقة بين (<)75 وجذور الدالة 
(5)ي في المستوى 5 (5-51376) » ولريمان العديد من التخمينات الخاصة 
بتوزيع جذور الدالة زيتا أشهرها ما يسمى فرضية ريمان 
Riemann Hypothesis)‏ التي تنص على أن جميع الجذور (أصفار) غير 
الحقيقية للدالة زيتا والتي جزئها الحقيقي موجب تقع على المستقيم ! - (1+8)5 
هذا وقد خمّن العلماء أن ():/2/+ > |(«)صانآ - ()| لكل 2.01 < × » وفي 
عام ٩۱۸۹م‏ قدم كل من الفرنسي هادمارد (875١-9717١م)‏ والبلجيكي فاليه 
بواسون (855١-1157م)‏ أول أثبات لمبرهنة الأعداد الأولية » ثم تعددت 
البراهين المعتمدة على الدوال المركبة إلى أن قدم النرويجي سلبرج )-۷٠۹۱(‏ 
عام ۹٤۹م‏ برهاناً لا يعتمد على الدوال المركبة إطلاقا منح عليه جائزة فيلد في 

الرياضيات ع ۰م . 





والآن إلى المبرهنة الآتية : 
مبرهنة ٦-۲-۲‏ : 
إذا كان 1< 2 ٠‏ 1< 1 عددين صحيحين وكان 2-1 غذدا ارلا »فاك 


2 -< و 5 عدد ارك 


بما أن (1+ج+...+ ! "و) (8-1)-1-"3 . إذا عندما 4<2 » ۸<1 
تخد أ 5:17 ضع واس ETS‏ وان و عليه فرق 27-11 ليس 
ا وه هركي و كدان ا و و و 
والآن لنفرض أن 1- "2 عدد أولي وأن 2 ليس را „l<r<n «nas‏ 
> 1>8 حلسب مبرهنة )١-۲-۲(‏ › وعاليهف إن 
1-؟("2) =1- 2۴ =1- "2 عدد أولي . لكننا أثبتنا أعلاه » أنه إذا كان 
2-1 عدداً أولياً » فإن 8-2 . إذأ 22-2 » وعليه فإن 0-1 › مدوء 
وبالتالي فإن ۸ غير مؤلف . إذا ۸ عدد و 
ل 
رار ار ار الا وا عبد علدنا بن متسر فة رما 
(555-101١م)‏ لتحليل الأعداد الفردية إلى عواملها الأولية . 
مبرهنة ۷-۲-۲ : 





يمكن التعبير عن أي عدد فردي موجب كحاصل ضرب عدد بين موجبين إذ 
وإذا فقط أمكن التعبير عنه كفرق بين مربعين . 
البرهان : 

a+bı2 _ra—bı2 7. 0010000 

نفرض أن ۸ عدد فردي موجب »› 2-236 . إذا (=)- ار ( 
وكسل من ارو عد نردق و اقات الكش تفرضن أن 


N= 


٠. توت “مكحاو إذا 8 هو حاضال صترب عندين موكية‎ = (c-e)(c+e) 
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ملاحظة : 
لتطبيق مبرهنة (۷-۲-۲) نبحث عن حل للمعادلة "= ط- ”ج » وذلك 
بإيجاد مربع كامل على الصورة 25-12 » وعليه يجب البحث عن مربع كامل 


بين حدود المتتابعة 1 - m? -n,(m+1)‏ > حيث 1 أصغر عدد 





صحيح موجب بحيث أن م > Jn‏ . 
مثال (۳) : 
حلل العدد 133 إلى عوامله الأولية . 
الحل : 
بما أن 12> 11>/133 .ا 122-133-11: 132-13336262 
وعليه فإن 19«27-(13+6()13-6)-133-132-62 وكل 
من 7,19 عدد أولي : 
مثال )٤(‏ : 
حلل العدد 13345 إلى عوامله الأولية . 
الحل : 
بما أن 116> 13345/ہ> 115 . إذا 
13456-13345-1- 13345- ”(116) »و 111 ليست مربعاً كاملا 
4 - 13345- 13689 - 13345- ”(117) » و 344 ليست مربعاً كاملا 
9 = 13924-13345= 13345- ”(118) .و 679 ليست مربعاً كاملا 
6 = 14161-13345- 13345- ”(119) » و 816 ليست مربعاً كاملا 
13345-14400-13345-5- ”(120) ؛ و 1045 ليست مربعاً كاملا 
*(36) = 1296 = 14641-13345 - 121(2-13345) . إذا 
n =13345 = )121(” - )36(” -)121+36()121-36( - 5‏ 


قابلية القسمة 





لكن 157 عدد أولي » لأن 13> 157/ > 12 والأعداد الأولية الأقل من أو 
تساوي 17 هي : 

71 و 1+(77)2 = 1157+(52()8) = 157 2+(157=31)5 2 
3 (22()7) = 157 › 3+(14)11= 157 » وبالتالي فإن 157 لا يقبل القسمة 
فل اأ 711 27903 0 قاق 
5- 10(2-85). 121-85=36= 117-85 ›وعاي ف ان 
5 11+6()11-6(=17) = 85=117-6 . إذا 


n =13345=157x17x<5 


تمارين 
أثبت أن كلاً من 197,239,313,461 عدد أولي . 
أوجد الأعداد الأولية الواقعة بين 270› 320 . 
أثبت صحة حدس جولباخ لكل من الأعداد الآتية 32,98,460,1024 . 
إذا كان 7 ©8,5,6,0 وكان م عددا أوليا .و a=‏ ء 8١م‏ فأثبت 
أن ءام أو 0١م‏ . 
إذا كان 1< 2» فأثبت أن 4 + “م عدد مؤلف . 
إذا كان 5<م عدا أولياً » فأشت أن 2+2م عدد مؤلف " 
لاحظ أن أما 1+ 6m‏ دم أو 6+5 - م " 
برهن على وجود عدد لا نهائي من الأعداد الأولية على الصورة 66-1 » 
reNُ‏ . " ملاحظة : أفرض وجود عدد منتهي وم من تلك 


الأعداد وضع 1-(,م ۰۰۰ m= 6)p,‏ » واشت أن صام لکن رمدم 
لكل 1-1-0 


قابلية .القسمة 

(۸) إذا كان م عددا أولياً فردياً لا يساوي 5 » فأتبت أن 2-1م١10‏ أو 
7+1م١10‏ . ' لاحظ أن [ 4 +5610 , 5980+3 , 2 + 580 , 1+ مم5 أكء م 

. إذا كان م عدداً أولياً وكان "2١م » فأثبت أن "ها "م‎ (٩) 

. إذا كان 5 < 0 < معددين أوليين » فأثبت أن ”4- ”ما24‎ )٠١( 

. 37 حقق تخمين لاجرانج لكل الأعداد الفردية الأكبر من 5 وأقل من‎ )١١( 

9 أثبت عام ٠55١م أنه يمكن التعبير عن أي عدد صحيح أكبر من‎ )١١( 
25,69,81,125 كمجموع أعداد أولية فردية . عبر عن كل من الأعداد‎ 
. كمجموع أعداد أولية فردية‎ 

)١(‏ أستخدم طريقة فيرما لتحليل كل من الأعداد الآتية إلى عواملها الأولية 
7 343 › 1745 › 18531 . 

)٠١(‏ أثبت أن 307 عدد أولي » ثم أثبت أنه كان 
23<2٠0-099( = 307306٠١9‏ »ا1) » فأن 307١2‏ . 


"-5_: المبرهنة الأساسية في الحساب وبعض تطبيقاتها 

تنص المبرهنة الأساسية في الحساب على إمكانية تحليل أي عدد صحيح 

أكبر من الواحد (بطريقة وحيده) إلى عوامله الأولية . 
ويعتقد البعض بأن 'القضية الرابعة عشرة(176-14) في الجزء التاسع من 
كتاب الأصول ' إذا كان عدد ما هو أقل عدوا تعدّه أعداد أولية , فلا يعده أي 
عدد أولي آخر غير هذه الأعداد التي تعدّه 'بأنها المبرهنة الأساسية في الحساب 
لكن تلك القضية تكافئٌ قولنا أن المضاعف المشترك الأصغر لأعداد أولية لا يقبل 
قواسم أولية إلا تلك الأعداد وهذه ليست المبرهنة الأساسية بأي حال من الأحوال 
لأنه لا الفارسي ولا الكرخي ولا شراح إقليدس ممن هم بتميز ابن الهيثم قد 
تعرفوا في القضية (14-×1) إلى ما سوف يصبح لاحقا المبرهنة الأساسية 








أنظر [ ٦‏ ۰ ص ۳۲۲-۳۱۹ | » هذا ويؤكد كل من هاردي ورايت عام 
(54١م)‏ عدم ذكر إقليدس لأي نص للمبرهنة الأساسية » كما تؤكد بورباكي 
الفرنسية في (أسس الرياضيات ص )١١١‏ أن إقليدس لم يتمكن من صياغة هذه 
المبرهنة بسبب نقص المصطلحات والرموز المناسبة للقوى من أية درجة كانت . 
ويقول الألماني إيتارد في كتابه (الحساب عند إقليدس ص )١6١‏ يجب أن لا نبحث 
في كتاب الأصول عن التبديل ولا عن التجميع في حاصل ضرب عدة عوامل » 
ولا عن تحليل العدد إلى عوامله الأولية ولا عن كافة قواسمه . 

إذاً المبرهنة الأساسية ليست لإقليدس بل هي لرياضي آخر هو كمال الدين 
الفارسي . وردت في بحثه " تذكرة الأحباب في تمام التحاب " للتمكن من إدخال 
الطرق التوافقية ومعرفة القواسم الفعلية لعدد . ونورد فيما يأتي نص الفارسي 
وإثباته لتلك المبرهنة [ ” أو ٤‏ »ص "١8‏ ] . 


' كل مؤلف فإنه لابد وأن ينحل إلى أضلاع أوائل متناهية هو متآلف من ضربها 


أي أن كل عدد طبيعي يمكن التعبير عنه كحاصل ضرب عدد منتهسي من الأعداد 
الأولية " . 


اليرهان_: (الفارسي ) 
ليكن 8 عدداً طبيعياً أكبر من الواحد وله قاسم أولى ,م . إذا ,مه- م »› 
8 > ه >1 حسب القضية الثالثة عشر في الجزء الثامن من الأصول لإقليدس › 
فإذا كان 2 عددا أوليا فقد انتهى البرهان ٠»‏ وإلا كان للعدد ۾ قاسم أولى رم بحيث 
أن ڪbp a=‏ <« >6 >|] فإذا كان ط عددا أوليا > فإن ومرمط م2 
وأنتهى البرهان ٠‏ وإلا فإننا نكرر الطريقة نفسها لعدد منتهي من المرات حتسى 
نصل إلى عدد أولى ,م بحيث أن ,م00٠‏ رم رمع م . 
ويكتب الفارسي " وإن لم ينحل إلى ضلعين أولين أبدأ لزم تأليف المتنناهي مسن 
ضرب المتناهي من ضرب أعداد غير منتهية بعضها في بعض وهذا محال " 


قابلية القسمة 





وهكذا بعد أن يثبت الفارسي وجود تحليل بعد منتهي من العوامل الأولية 
يحاول بطريقة غير موفقة أن يثبت وحدانية التحليل ولا نجد إثباتاً تاما للمبرهنة 
الأساسية في الحساب إلا عام ١٠8١م‏ عند الألماني جاوس (ل/الا/855-11١م)‏ . 

لاحظ أن وحدانية التحليل (Unique factorization)‏ « تحتاجٍ إلى أثبات » 
لأنها قد لا تت تتحقق في بعض المجموعات العددية » فمثلاً إذا كانت 
a‏ > وعرفنا العدد الأولى في 5 بأنه ذلك العدد الأكبر من 
الواحد ولا يقبل القسمة إلا على نفسه والواحد . فإن كلامن 
55 علدد أولى بينما 255 عدد مؤلف كما أن 
1 -441-9«49 › 98277 - 21833 - 693 . 


والآن إلى طريقة أخرى لإثبات التحليل إلى العوامل الأولية وإثبات وحدانيته . 


ميرهنة :_١-۴-١‏ ' المبرهنة الأساسية في الحساب 
The Fundamental Theorem of Arithmatic‏ " 
يمكن التعبير بطريقة وحيدة (عدا الترتيب) عن أي عدد صحيح أكبر من 
الواحد كحاصل ضرب عدد منتهي من الأعداد الأولية . 


البرهان_: (بالاستقراء الرياضي) 

نفرض أن 7 © 1>۸ . إذا عندما 2= ١‏ » فقد تم المطلوب لآن 2 عدد 
أولي . والآن لنفرض أن العبارة صحيحة لكل مك © ولإثبات صحتها 
عندما 0+1 = م . لاحظ أن إذا كان 0+1 عددا أوليا فقد تم المطلوب » أما 
إذا كان 2+1 عدداً مإلفا ٠‏ فيوجد 5>7 ,2 بحيث أن ط72+1-82 » 
٠ 1> 2> 1+1‏ 12+1> >1 »۰ حسب مبرهنة (۱-۲-۲) كن كل ن 
م يمكن التعبير عنه كحاصل ضرب منتهي من الأعداد الأولية حسب فرضية 
الاستقراء الرياضي. إذأ يمكن التعبير عن (1+ )٠‏ كحاصل ضرب أعداد أوليةء 
غ ن البارة ةة غ تند وه إذا 'العانة ت هة 


لكل 1< 2 . 
۹ اس 
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ولإثات وحدانية التعبير نفرض أن 0,02٠0000,‏ > ,م0٠٠‏ ,م =P,‏ 1 
حيث ,٩‏ ,م أعداد أولية لجميع قيم ۲ك أك 1 » 1>[5>5 . سنثبت بالاستقراء 
الرياضي على + بأن 5 - . | - بم لكل 1 . فإذا كان 1-م فإن 
(0,)042:02 > رمه لكن بم عدد أوليء إذا «‘s=1‏ ,0- رم . 
الان رض :أن 1< و أنه عندما عر غن .ق كخاصل صرب أغضداد أولية 
عددها ا افيص انكف لمحي وحمت ازا کت 0 
و0200 = ٠٠:8,‏ وم رم يعني أن (م0:--٠,0)١‏ ,م . إذأ يوجد 8> ”>1 
بحيث أن ١0,‏ ,م حسب مبرهنة (۳-۲-۲ب) وحيث أنه يمكن أن نفرض دون 
التأثير على عمومية البرهان أن 7,١4,‏ فنجد أن ,0 - ,م لآن ,4 عدد أولى. 
لكن ,0 - ,م يعني أن 07٠000,‏ م0 > ,0٠٠٠م‏ رص . وعليه فإن عدد عوامل 
القدوف الأيتنسقن من ية المغانلة يساوي 5= :+ إذا 


و و"*٠035-‏ و2, و = ر0 حسب فرضية الأستقراء الرياضي 1 
U‏ 


ملاحظة : 
(i)‏ بما أن بعض الأعداد الأولية التي تظهر عند التعبير عن أي عدد صحيح أكبر 
من الواحد تكون متساوية . إذا يمكن التعبير بطريقة وحيدة (عدا الترتيب) 
عن أي عدد صحيح 1< 5 بالصورة الآتية » والتي تسمى الصورة القياسية 





r 
. 1=1,٠٠٠, إ٣ ",م [ [ - ص ء حيث ,م أعداد أولية مختلفة لكل‎ 


دأ 
(ب) إذا كان (1-) >2 » فإن 1< 2- وعليه يمكن التعبير عن 2- بطريقفة 


£ ع 5 9 
وحيدة كحاصل صرب اعداد أولية ¢ إذا -n=[[ Pî‏ > وعليه فان 


i= 


5 
(م [ [(1-)-2 حيث رم أعداد أولية مختلفة لجميع قيم 1>15>5 . 


i= 
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ومن (أ) > (ب) نجد أنه إذا كان [1,0,1-] -262 » فيمكن التعبير عن 72 
كحاصل ضرب أعداد أولية . 
مثال )١(‏ : 

() 2325 = 90 ؛ (ب) 24325 = 720 

(ج) 7×11 ×5× 3× ”2 ×(1-) = 138600- . 
والآن إلى بعض تطبيقات المبرهنة الأساسية في الحساب . 
مبرهنة 1-8-1 _: 

إذا كان ,8 عددين صحيحين » 1= (,) وكان » قاسما موجباً للعدد 36 

فيوجد عددان موجبان وحيدان ,ل بحيث أن 


)أ( عل ده و (d,e)=1‏ <« (ب) dla‏ و طاع. 


البرهان : 


m n 
حسب المبرهنة الأساسية » وبما أن‎ =] ][ 47 ٠ بما أن آم [][=ه‎ 
اح‎ i=1 


1= (ط,a)‏ . إذا #٩‏ بم لكل ز1 » وعليه فإن ( ٩‏ ]]) ( ٣م‏ ] ]) = مه 


i=l j=1 


‘n m 2 
› 0>. > حيث‎ › c=] ][ p °] ] 0 بالفرض . إذا‎ » »1١35 لكن‎ 


اعز م ا 
5 > ر8 > 0 لكل مك1 >1 ء م > ز >1 . والآان إذا كان 


“م ]1[ -4: نأو ٠ e=][[‏ فإن c=de‏ و (d,e)=1‏ و 415 e\b<‏ 
5 أجل 


٠» 0١8 «< )2,5( 1٠ )0,6©( و 1ح‎ c= 06 ولإثبات وحدانية 0,6 نفرض 25ح‎ 
.S\b «e\b «r\a 


6 
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سنثبت أن 1= (ء,ل) ولإثبات ذلك نفرض أن 51 (0,5) . إا يوجد عدد أولي 
م بحيث أن 0١م‏ › 5١م‏ حسب مبرهنة (۲-۲-٤أ)‏ . لكن هال و 5١5و.‏ 
ذا 8 و 5١م‏ ›وعليەفإن 8,(*1) وهذا خلاف الفرض . إذا 
(d,s) =1‏ > وعليه يوجد ٤7‏ ,× بحيث أن 1= رو+ ×ل » وبالتالي فإن 
rdx+rsy =r‏ و d\rs‏ . إذا ۴ وفتتقس الطريقسة مكحن أن نيرهن 
على أن 4+ . لکن كلا من 1,0 عدد صحيح موجب . إذا 4 -+ : وعليه 
فإن ۶= . 
لا 
مبرهنة 8-9-١‏ : 
إذا كان 8,2 عددين صحيحين » فإن 4/2 عدد نسبي إذأ وإذا فقط كان و۷ 
عيذ ديكا + 
البرهان_: ۰ 
إذا كان ۷4 عدداً صحيحاً » فمن البديهي أن 1/8 عدد نسبي . ولإثبات 


العكس نفرض أن Va‏ غود تسيو .+ اوه 7 بحيث أن = هلاو 


1-(0,) . لكن -2 2 » وبالتالي فإن "20 - "8 » وعليه فإن "۱5ء . 
6 5 

فإذا كان 471 ء » فيوجد عدد أولي م بحيث أن 6١م‏ حسب المبرهنة الأساسية 
في الحساب . وعليه فإن "5١م‏ » وبالتالي فإن 6١م‏ حسب مبرهنة 
(۳-۲-۲ب) . إذأ ۶1 م < (٥,ط)‏ وهذا يناقض کون 1-(0,0) . إذا 0-71 
وعليه فإن م- a‏ عدد صحيح . 

مثال (۲) : 

2 ؛ ¥30 › 26 3 أعداد غير نسبية . 

الحل : 


£ 


) 


لا 


( بما أن 1-02[ ولا وجك عدد صحيح بين 1 > 2 حسب مبرهنة 
(1-7-1ج) . إذأ 2ہ عدد غير نسبي حسب مبرهنة )٤-۳-۲(‏ . 
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(ب) بما أن 4 > 3/30 > 3 ولا يوجد عدد صحيح بين 3 » 4 حسب مبرهنة 
(١-15-١ج)‏ . إذا 1/30 عدد غير نسبي حسب مبرهنة )٤-۳-۲(‏ . 

)ج( بما أن 2 > 3/6 >1 ولا يوجد عدد صحيح بين 1 ذا 5/6 عدد غير 
نسبي حسب مبرهنة )6-۳-۲( 

(د) نفرض أن 9 -(3) مهما > 7» ط,ةء b0‏ . إذا "3= 6° › وعليه 
فإن "3 = *2*.3 وهذا يناقض وحدانية التحليل في المبرهنة الأساسية في 


الحساب . إذآ (1086)3 عدد غير نسبي . 








والآن إلى تعريف ودراسة خواص المضاعف المشترك البسيط . 
تعريف ١‏ : 
يقال عن ٠ "٤Z‏ أنه مضاعف مشترك أصغر أو ب سيط 
common multiple)‏ أدوع,]) للأعداد "7 »© ٠٠١:8,‏ و3 a,‏ » إذا كان : 
(أ) ۳اه لكل .1=1,٠٠٠,٣‏ 
(ب) إذا كان 0 <» › عا بج لكل »1-1,٠.0,‏ فإن 272١6‏ . 
يعبر عادة عن المضاعف المشترك البسيط للأعداد ,ه4,٠٠٠,‏ ,4 بالشكل 
[ وة,:٠:8,:82]‏ أو ( ٠٠“,‏ ,)1.0.۳ . ويمكن أن نبرهن على أن 
المضافف افر اللسيط لان عدن عون سرون أن كر كرة 
وحيدا . 
مثال (۳) : 
() 60-[4,15]. 
٠‏ (ب) إذاككان 2-195. 273--6 » فلن 2-3513 ء 


7>3 ×1(×3-) = ء وعليه فإن 5713-1365 <3 -|2,5] . 








قايلية القسمة 





(ج) إذا كان 2-1287 » 507-=ط » فإن 11×13× ”1(3-)=ه » أما 
1-١-7‏ )-ط » وعليه فإن 3211137 =[ط,ه] » وبصورة 
عامة نجد أن [ط-,2 -] = [ط-,a[ [a,b] = [-a,b]=‏ . 

(د) لإيجاد القاسم المشترك الأعظم والمسضاعف المشترك البسيط للعددين 
6 936 . لاحظ أن 77 ×3× 2= 1176 › 223213 - 936 . 
إذاً 24 = 3× 2= (8,5) » بينما 23327213 =[ط,ه] » وبصورة 


n n 
عامة إذا كان 7م ]8-1 ۰ ”م 5-11 ءفإن‎ 


i=1 i=l 
[a,b] 3 1 pax (ns) 1 (a,b) 1 و‎ {fS} 
i=l i=| 


والأن إلى :خواضن المضناعف المشترك البسيظ والمجرهنات الآنية " 


مبرهنة ١!-”-؛_:‏ ليكن 7» 8,5,6 . 
() إذا كان 0 <ء ء فإن [ط,c[=c]aط,ac]‏ . 
(ب) إطوا .|a,b[-)a,b(=‏ 
(أ) نفرض أن[ءط,عة] = ۸٠ط‏ ,۾| = ص . إذأ وه من مضاعفاتع.ءط 
وعليه فان ٥۳‏ يقبل القسمة على ١‏ وهذا يعني أن < ecm‏ لکن £ 
ک = وعليه فإن 2 يقبل القسمة على كل من .ه » وبالتالي فإن 8 
يقبل القسمة على 11 » وعليه فإن 0< 5 » ومنها نجد أن 651 <11. 


لإا من - م . 





قايلية القسمة 





(ب) بما أن [ط-,ه-] -[,ة-] =[ط-,] =[ط,ه] » إذأ يكفي أن نبرهن 
النتيجة عندما * N‏ 8,5 » ولإثبات ذلك نفرض أن (8,5) = . إذآ 
8 › 35١ل‏ »ء وعليه يوجد 71 2,5 بحيث أن مل a=‏ › ول 2ط . 
والآن لنفرض أن. للك - ور ؛ إذا .m = as = br‏ وإذا كان b\c «< alc‏ 
فإن ۷ط = سه - © حيث أن N×ع u,v‏ . لكن (ط,4=)a‏ . إا يوجد 
٤Z‏ 9< بحيث أن رط + ×ه =4 » وعليه فإن 


£ _ cd _ c(ax+by) - 2 وگ بير‎ = yv» + uy 
a 


m ab ab b 
ومنها نجد أن‎ > m = [a,b] إا 6 » وعليه فان ©6> ص ۰ وبالتالي فإن‎ 
: ]ة,ط[٠)نل(‎ - ab 


| -[ط,ه] إذاً وإذا فقط كان 1-(8,6) . 


۴ ع 


طبق مبرهنة (۳-۲-٤ب)‏ تحصل على المطلوب 1 
لا 


ش 





إذا كان ⁄ع ,طا ,هھ » فإن [a,b,c]: (a, b,c) |abc)‏ > كما يوضح ذلك المثال 
الاي ش 
لتكن 2-18 » 24= › 36=› . إذا 2×37= ھ4 › 3× b(=2ا›‏ 
0-2 »وعليهفاإن 7 - (a,b,c)= 2x3 2 [a,b,c|=‏ « 
abc = 2° x33 < [a,b,c]. (a,b,c)= 2° x3‏ > وبالتالي فإن 

. [a,b,c]: (a, b,c) abc 


قابلية القسمة 
وأخيرا إلى المبرهنة الآتية التي توضح كيفية إيجاد المستاتفت ارف ا ا 
لأكثر من عددين . 
مبرهنة ۳-۲-ه_: 
ليكن 2ع ,0۶4 لكل ,ء٠٠‏ 1-1 » فإن 
34[ وفعي | ديقع تسا ري 
البرهان : 
نفرض أن [مة ٠“,‏ ر4,4] =" »© [رية,: ٠٠‏ رهز ؟ ؛ li! . s=[r,a,]‏ 
5 و 8,١18‏ لكل 28-1,:--1-1,2 وبالتالي فإن ١5‏ ,2 لكل :»1<1,00١0:,2-1‏ 
لکن 2,15 » إذا 65 لكل «,ء٠٠,1=1‏ . وحيث أن | ره,٠٠٠,,2]=ص‏ » إذا 
695 :»؛ وعليه فلن 2255 .والآن ١12‏ ,ة لكل 1د صر::٠,1‏ 1و 
زدمة رةه r=‏ يعني أن ۲١۳‏ . لكن ١22‏ ,2 و [,2,2] - و . إذا s\m‏ 
وعليه فإن 70 > 5 . وبالتالي فإن 51-5 . 
أوجد المضاعف المشترك البسيط للأعداد 234,192,345 . 
الحل : 
بما أن [234,192[,345]] =[234,192,345] › 23213 -234 › 
3 -192 . إذا 13× 3× 2° -[192و234] . لکن 3523 - 345 › 


. m= ]]234,192[,345[- 2° ×3 × 5×13× 23 إذأ‎ 


لاحظ أنه يمكن حساب المضاعف المشترك البسيط كالآتي : 





5 , 192 , 234 2 
5 , 96 , 117 2 
5 , 48 , 117 2 
5 , 24 , 117 2 
5 .,ظ 12 , 117 2 
5 , 6 , 117 2 
5 , 3 ., 117 3 

5 , 1 ,ف 39 3 
5 , 1 , 13 5 
23 1 .د 13 13 
23 1 , 1 23 

1 1 , 1 





إذأ 23 ×5×13 × 3× 2° -[234,192,345] . 


00 . 


8,5 أوجد القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك البسيط للعددين‎ )١( 
عندما : ء:‎ 
.5-2947 ء‎ 2-3997 )( 
. 5-5421 › (ب) 11328-ه2‎ 
b= 2°.3.7°.)19(” .)23( › 4 =2 .5".19.)23(” (ج)‎ 


قايلية القسمة 





أوجد القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك البسيط للأعداد ح,ط,ة 
عندما : 

(أ) 648 ح» , 52936 , 8-1128 . 

(ب) 1234 -ع , 510190 , 26542 هج . 

أوجد [18,28,20,35] › [1176,588,492,1024] . 

أن 3/2 68 1/21 > (0)4,ع10 أعداد نسبية . 

أثبت بإستخدام المبرهنة الأساسية في الحساب أن : 

(أ) إذا كان ٤Z‏ ك,ط,ة وكان 3١»‏ » ©١١ط»1-‏ (8,5) » فإن 6١طة‏ . 
(ب) إذا كان 7» 4,ء,ط,ه وكان 26١0‏ و 1=(ط,ھ) فإن 8١6‏ . 

إذا کان a,b‏ عددين صحيحين موجبين وكان [- (a,b)‏ و c" = ab‏ 
فبرهن على وجود عددين صحيحين 0),©بحيث أن "0 دج b=e"‏ . 

إذا كان 2ع »3,5,6 وكان 5١6‏ » فأثبت أن [إء,ة]>|ط,د] . 

إذا كان *7 » 3,5 » فأثبت أن b\a‏ ت [a,b|=|a|‏ : 

إذا كان 7 » »3,6,6 » فأثبت أن ) [(a,c),(b,c)]= ([a,b],c‏ > وحقق 
ذلك عندما 2-120 » 5-270 225حن . 

إذا كان 2,8,»,13,2,7 أعدادا صحيحة موجبة وكان 8 [ط,ة] » 
m= ve a= rb +c‏ » فأثبت أن : 

(أ) يوجد ٤Z‏ ا بحيث أن ve=ub‏ <« (ب) b\va‏ 


va =[a,b] () < [a,b]\ va (e) 


فابلية القسمة 

)١١(‏ إذا كان 7ع 3,5,6 » فأثبت أن [a,b,c] (ab, ac, bc)=|abc|‏ > وحقق 
ذلك عندما 24 ع ج)» 60-<5 » 14-<-». 

(۱۲) إذا كان ٤Z‏ ٥,ط,ھ‏ » فأثبت أن إءطه|>(ء,ط,a) [a,b,c]‏ 


(۱۳) إذاكان 2عءرطر,ة » وكان وطه|>(ه,ط,8) ٠[ه,3,5]‏ › فأثت أن 
(a,b) = (b,c) = (a,c) =1‏ 


ok ok f f ok f‏ ماد 


: 


التطايقانته 


الفصل الثالث 
التطابقات (Congruences)‏ 
التطابق هو تعبير آخر لمفهوم لقع ف يفن قل الان جارس 
(۷۷۷٠-١٠۸١م)‏ عام ١١۸٠م‏ بطريقة جعلته أداة فعالة لتسهيل البراهين ووسيلة 
أخرى لدراسة نظرية الأعداد ويضم هذا الفصل ستة بنود ندرس فيها تعريف 
التطابق وخواصه الأساسية وبعض تطبيقاته وفصول التطابق وأنظمة البواقي التامة 
والمختزلة › التطابقات الخطية ومبرهنة الباقي الصينية ومبرهنتي أويلر وفيرما 
ومبرهنة ابن الهيثم (ولسن) . 
9'-1_: مفهوم التطابق وخواصه الأساسية 
سنركز اهتمامنا في هذا الجزء على تعريف التطابق ودراسة خواصه 
الأساسية . 
تعريف ۱-۱-۳ : 
إإا كان n> N"‏ » 2,57 »فيقال عن 8 أنه يطابق أو يوافق 
)€ongruent(‏ ط قياس (2001010) „n‏ » ونكتب (20012)ط = ھ أو ,2ج 
إذا كان ط - 8 يقبل القسمة على م8 . 
إذا كان 8 لا يطابق 6 قياس 2 » فيعبر عن ذلك بالشكل (2 5)2200 6 2 . 
مثال )١(‏ : 
(أ) (31>1)200.2 » لأن 31-1=30 يقبل القسمة على 2 . 


(ب) (3121)02004 » لأن 30-<31-1 يقبل القسمة على 4 . 


يقال أن 8 قياس 2 يساوي * » ونكتب # ->-(2 إ0مص) 4ء إذا كان 


+ 55 ح ج » > > 0 . 


التطايقاىتهم 


مثال )١(‏ : 
(أ) 2 5)m043(=‏ › لأن 2 +13 - 5 › 2 - 22003 » لأن 
2=0>3+2 › 2003-0 3 › لان 13+20 - 3 . 





(ب) (1)2003 31 و 31)m043(=1‏ › لأن 31-10«3+1 
1-(4)0003 » لان 3+1 ×4=1 › وعليه فإن 
4)mo0d3)‏ = (31)2003 . 
وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 
مبرهنة ١-١-۳‏ : 
إذا كان N"‏ عم ء» a,b ٤Z‏ » فإن (2 0200)ط = ھ » إذاً وإذا فقط كان 
(ه a )mod n) = b)mod‏ . أي أن 
a = b(mod n)‏ ج> ( باقي قسمة 2 على 2 ) = (باقي قسمة ا على )١‏ 
نفرض أن (2 dأمص)ظط‏ =4 › إا 2١58-6‏ » وعليه يوجد 7 > بحيث 
أن مم + ط = ه . لكن 262 ,ط إذأً بإستخدام القسمة الخوارزمية يمكننا أن 
نوجد 22,567 بحيث أن 5+ 0ص - 6 › 2 > 05 ›وعليەفإن 
(m+rJeZ <a=(m+r)n +s‏ . إذأا باقي قسمة ۾ على 2 يساوي باقي 
قسمة 6 على ۸ » وعليه فإن (2 a (mod n) = b(mod‏ . 
ولإثبات العكس نفرض أن (2 5)8200 = a (mod n)‏ . إذا «a=nr +t‏ 
1+ 25 = » وبالتالي فإن دزو -+)-2-5 » 567-+ وهذا يعني أن 
a -‏ ا" » وعليه فإن (2 5)2200 5 2 . 
لا 
وقبل دراسة الخواص الأخرى لعلاقة التطابق نورد ما يلي : 
تعريف ۳-۱-۳ : 
يقال عن علاقة ۸ على مجموعة ۸ أنها علاقة تكافؤ 
(Equivalence Relation)‏ على A‏ ٍ إذا كان : 








التطابقاتقم 








R ()‏ علاقة منعكسة (16416©0976) على 4 › أي أن 3188 , ل © 98 . 
(ب) R‏ علاقة متناظرة (ء e)۲‏ ص رو). أي أن إذا كان ۸ ء٤‏ ا,ه وكان 2:31 
فإن 6128 . 
(ج( R‏ علاقة متعدية (©176]أقصهتا) . أي أن إذا كان لكك عرطرة » aR‏ و 
bRa‏ فإن aRc‏ . 
مثال (") : 
(أ) إذا كانت 1,2,3) = ۸ » فإن كلا مسن ((1,1(,)2,2(,)3,3) ) = R,‏ › 
R, = ) )1,1(,)2,2(:)3,3(,)1,2(:)2,1((‏ « 
((1,1(,)2,2(:)3:3(:)1,3(:)3,1) 1 ج مآ ٠‏ 
R, = ) )1,1(,)2,2(,)3,3(,)2,3(,)3,2([(‏ « 
Rs = { (11), (2,2),(3,3),(12),(2,1),(13),(3,1), (2,3), (3,2) (‏ 
علاقة تكافؤ على 4 . 
(ب) إذا كان 7 = ۸ وكانت ۸ معرفة كالآتي : |ط|= إو|ج>5 21 , 0,52 
فإن ۸ علاقة تكافؤ على 7 . 
والآن إلى المبرهنة الآتية : 
مبرهنة ۲-۲-۲۳ : 
التطابق قياس 1 علاقة تكافؤ على Z‏ . أي أن : 
(أ) (42مصمعج 2ح لكل »عه . 
ب إذا كان 7 » a,b‏ » وكان (2 6)50200 = ھ » فلن (2 2)82000 52 . 
(ج) إذا كان #»ء ء,ط,ة » وكان (2 a > b)mod n) ٠ 6 > c)mod‏ » فإن 


.a=c 202 


التطايقانهم 


البر هان _: 

20 بما أن 4=0-ه لكل 467 »وبما أن 2١0‏ لكل #0 . إذا 
>2 لكل 7ع . 

(ب) بما أن ٠ a = b(mod n)‏ ذا 2١52-1‏ » وعليه يوجد 7 + بحيث أن 
b=‏ - 2 » وعليه فإن (۲-)1= 6-4 » ك/ »ع + - ء وبالتالي فإن 
b=a(mod n)‏ . 

)ج( بما أن a= b(mod n)‏ و b=c(mod n)‏ ذا و 7 »© ٣,۹‏ بحيث 
أن #معط -ه » وم -» - ط »ء ومنها نجد أن +s(‏ ])0 د » -8 . 
لکن ⁄ € ۲,۶ . إذا a = c(mod n)‏ 





. : ۳-١-۳ مبرهنة‎ 
«a=b(mod n) « nce N” وكان‎ a,b,c, ٤⁄ إإا كان‎ 
: فإن‎ » c= d mod n 
ac = bd (mod n) )ب(‎ < aFc=bFd(modn) () 
eeZ لكل‎ ae= be(modn) )د(‎ « eeZ لكل‎ a+e=b+e(modn) )ج(‎ 
. 1,5 لكل 2ك‎ ar + cs = br + (ه) ول‎ 
(ب) بما أن‎ » )( 
a=b(mod n) >3IxeZ: a=b+ nx ...(1) 
c = d(mod e c=d+ny ...(2) 
إا بجمع المعادلتين (1) » > (2) ينتج أن (/1+)2 +4 +6-ع + لكن‎ 
. a+c=b + لمم )ل‎ n) إذا‎ . x+yeZ 
›aه-ءc=اb-d+‎ 2)«-5/( وبطرح المعادلة (2) من (1) ينتج أن‎ 
. a-b=c-—-d(mod n) إذا‎ . x-yEZ 


التطابقاءتهم 





وبضرب المعادلتين (1) » (2) ينتج أن ( ac = bd + n(by + xd + 1y‏ 
لکن ⁄6 .by + xd + n xy‏ إذا ac = bd (mod n)‏ . 
(ج) » 3) بما أن mod n‏ ط 2 2ج <« e=e(modn)‏ لكل eeZ‏ . إذا 
a +e = b + e(modn)‏ و be)modn)‏ = 36 حسب (أ › ب) . 
(ه) بما أن (2002)ط 2خ › d)mod«(‏ 2ه بالفرض.إذاً (ملحص)مل = ar‏ 
و (05)2012 2 و0 لکل 1,567 حسب (د) ؛ وعليه فإن 
n)‏ لمص)كل + br‏ = وه + ar‏ حسب (أ) . 
لا 
ملاحظة : 
إذا كان (2 58200)ء5 = عه » فإن (2 5)52200 ## 2 › كما يوضح ذلك 
المثال الآتي : (4)5002 ×6 =4 ×7 بينما (6)51002 7# . لكن يمكن أن 
نبرهن ما يلي : 
مبرهنة ٤-١-۴۳‏ : 
إذا كان Z٤c,ط,ھa‏ وكان d=(c,n) « ne N”‏ « فإن ac = bc(mod n)‏ 





إذأ وإذا فقط كان .a=b mod)‏ 


البرهان : 
نف رض أن (2 52)200 > ٥ھ‏ . إذا يوجد ۲٤7‏ بحبيث أن 


عم = be‏ - عق > 0 (6 - 8) › وعليه فإن وت روعي .لكن 
)e,(‏ -4. إذا 2 حسب نتيجة(١)‏ من المبرهنة (؟1-١-5).؛‏ وعليه 
فان = a-b‏ حسب مبرهنة (۲-١-۹ب)‏ وهذا يعني أن mod)‏ 2ج 


ولإثيات العكس نفرض أن mod(?)‏ > . إذا يوجد 7ع1 بحيث أن 


التطابقاءت 
لله - ا - ۾ » وعليه فإز 22 وم -6ة . لكن 4١6‏ » إذا يوجد >5 


بحيث أن 5 ح- »ء » وعليه فإن (2)155 [٨=‏ - 30 » / 75 وهذا يعني أن 


. ac = bc(mod n) 





Û 
: نتيجة‎ 
(2,ه) » فإن‎ =1 » ac = bc)mod n) عم وكان‎ N” » إذا كان 7عع,ط,ة‎ 
. a = b(mod n) 
: اليرهان‎ 
5 . يترك للقارئ‎ 
: ٥-١-۴١ مبرهنة‎ 


إذا كان (2 2200) ,رط = ره » لكل ص,ء٠٠,1=1‏ ء فإن : 


a; = =2 (mod n) (Î) 


m 


> (ب) ]1= :1[ 


البرهان :_ (بالأستقراء على 151) وسنثبت (أ) ونترك (ب) للقارئ . 
0( لتكن (2 (mod‏ طاح = P(m):>, a;‏ : إذا عندما 22-1 نجد أن 
ا=i‏ | دز 


ا 


1 
1 


(2 004) رط = ره بالفرض » وعليه فإن (2)1 عبارة صحيحة . والآن 
لنفرض أن ()2 صحيحة . إذأ (م 2004) ,5/6 = ,8 < ولإثبات صحة 
i=]‏ 1-1 


(mod n) و‎ Ya, 5١ (modn) ء لاحظ أن‎ P(r +1) 


]دز | دز 


0 = اب 


r+1 


r+ 


r+ 
2 =a ۳A => +b, EB (modn) بالفرص إذا‎ 


لحل 
حسب مبرهنة FES)‏ 2 و عليه فان De‏ صحيحة ¢ قال 3 


(م)2 صحيحة لكل me N”‏ . 


التطابقات 


5 


ا 
إذا كان (2 5/2000 =ھ وكان me N”‏ » فإن a" =b" (mod n)‏ . 
اليرهان : 

أفرض أن 8 - ,2 و بط ط لكل 1,200,823 -1 وطبق مبرهنة (*-١-ه)‏ 





تجد أن (۸ 2200 ) "ظط = "2 . 
لا 
مبرهنة 1-١-۳‏ : 
إذا كان «a,b eZ‏ *[2 ع ,1 لکل ,11,200 » وكان m = [n, ,--,n, j‏ 
فإن (2م) 00< ط = ھ لكل 1 إذاً و إذا فقط كان a= b(mod m)‏ . 


البرهان : 
بما أن (,00م<:)ط 2 لكل «,...,1 -1 . إذا - ها ,۸ لكل زلكن 


m = [n, ,---,n, ]‏ . إذا ١2-1‏ ص«دء وعليه فإن (۳ 0000)ط =ھ. 


ولإثبات العكس نفرض أن (7 0dص)ظط‏ كه . إذا m\a-b‏ . لكن n, \m‏ 
لكل ¡» إذا ١5-6‏ ,2 لكل ١‏ » وعليه فإن ,220015 8 = ج لكل 1 . 
لا 


3 
. 
نتبجه : 
: 

ا ا 


إذناكان يه eN’” x a,b‏ بط و 1-(2,م) وكان )¬ a= b)mod‏ و 


. 2215 mod )242( فإن‎ ٠» a= b(mod r) 


البرهان : 
با أن (2 4وصع)ط =ھ و (0drص)b‏ 2ج بالفرض › إا 
(200)0 6ع a‏ « حيث [1,م] = m‏ حسب مبرهنة )1-١-7(‏ . لكن 
أقص| = (طرط) ١م‏ حسب مبرهنة (7-17-دب) و |nr|= nr‏ لأن N”‏ © رم . 
إذا m =n‏ « وعليه فإن mod (nr)‏ 225 . 
J‏ 








والآن إلى بعض التطبيقات والأمثلة الآتية . 
مثال )٤(‏ : 
أوجد باقي قسمة 1= “5 على 3 . 

الحل : 
بما أن (3 200 )1 - 52 . إذا (3 00م )1 - 52(217) = “5 حسب نتيجة 
مبرهنة )0-١-59(‏ . لكن (5)0043 ح 5 . إذا (003م) 5= 5437 
مبرهنة (۳-٠-۳ج)‏ . وحيسث أن (3 2004 5 . إذا (3 2004 - 517 
حسب مبرهنة (7-١-7ج)‏ » وعليه فإن باقي قسمة “5 على 3 يساوي 2 . 


مثال (5) : 
100 


n=] 
: الحل‎ 

بما أن (0)00015 !5 . إذا (0)20015 -!(5 - م)!5 -إم » وعليه فإن 
100 

. > n!=1!+21+3-4!+0--۰+ 0(mod 15) = 33mod 15 
n=l 

100 
لكن 332320015 . إذا (50015) 3=!,_< » وعليه فإن باقي قسمة 


n=l 


100 


!< على 15 يساوي 3 . 


n=] 
: )١( مثال‎ 
. 641 أثبت أن 1+ 27 يقبل القسمة على‎ 


بما أن (641 0مص) 2154 215 » إذا (641 0م ) 154(2) = 2 » وعليه 
فإن (200641) 1+ ”(154) =1+ 222 . لكن 23717 -1+ ”(154) و 
7 يقبل القسمة على 641 . إذأ 641 500 0= 23717 » وعليه فإن 
41 00 120 + 232 » وبالتالي فإن (1+ *2) 6411 . 


التطايقاوته 


مثال (/ا) : 


أوجد أصغر عدد صحيح 17 بحيث أن + ”(37) × 33 يقبل القسمة على 17 1 


الحل : 


بمب ان (3)50017 2 37 . ذا (17 )9= :(37) كقسن 
-1(mod 17)‏ = 33 . إذا (020017) 9- 2 ”(37) >33 » وعليه فان 
(9+ 63×67 يقبل القسمة على 17 وبالتالي إن 9= 


5 


ټمارین 


إذا كان (” 200) ط 2ج و 0<ء » فأثبت أن (2 لوص 6 
0 


22 
cC 


إذا كان (۸ dمص)‏ ط = ۾ » فأثبت أن (١,ط)‏ = )a,۸1(‏ . 

أوجد باقي قسمة كل من "217 و *10 على 7 . 

أوجد باقي قسمة ”(99) + ...+ 23 + 1 على 4 . 

ا 63127 17 1277 97 

بين بمثال على أن (2 500)ط = ۾ 5د(م 000) 52 = a”‏ . 

أوجد أصغر عدد صحيح موجب ۳ بحيث أن ص - ”(79(”)53) يقبل 
القسمة على 19 . 

إذا كان 2 عددا فرياء فأثبت بالاستقراء على م أن (500)27"*1 1= "22 . 


(أ) إذا كان («لمص) 22 وكان «(١١‏ » فأتبت أن (020010) 6ع ع . 
(ب) بسين بمثال على أن (2 2200) اه و ١‏ تم لا يعني أن 
(mod n)‏ مط دع . 


)لټطا ہا مت 





(۰) إذا کان (2 0)5200ء 86 و (2 200) 0 > ط › 1 > (6,5) › فأثبت 


أن (mod n)‏ ء 2ج . 


)١١(‏ إذا كان (2 0dص)‏ ا > 2 و (2005) » 2 2 » (5,») - م » فأثبت أن 
b=c (mod n)‏ . 
)١١(‏ أي مما يأتي عبارة صحيحة ؟ أذكر السبب . 
() 1-(3,5) ج 0045م 53ھ . 
(ب) 4= (2,8) ج a=4(mod8)‏ . 
(ج) (7 4a = 5)m0d‏ ج (15)200435 2 12a‏ . 
)د( )7 b(mod‏ = وج 5a =5b(mod7)‏ . 
(ه) )20( Sb mod‏ = 15ج 3a = b(mod4)‏ . 
(و) (5 bb)‏ = وج (126)20015- 128 . 


1-9 : قابلية القسمة على 2 › 3 5 » 7 ›9› 11 › 13 

من التطبيقات المهمة للتطابقات › إيجاد قواعد تبين ما إذا كان عدد صحيح 
ولمعرفة تلك القواعد نورد ما يلي : 
مبرهنة ١-١-۳‏ : 


m ٠. 
إإا كان 2 ع نه , ×< -(2)# وكان (020012) >< »فان‎ 
i=0 


. f(a) = f(b) (mod n) 








التطايقات 


البرهان : 
بما أن (ص 4مص) ط = ۾ بالفرض . إذأ (2 200) أا = أج لكل 
0,1,٠:‏ 12 حسسب نتيجة مبرهنة (5-1-5) . وعليه فإن 
(mod n)‏ اه = أ لكل 0,1,٠٠١٠,"‏ -1 حسب مبرهنة (۳-١-٣د)‏ . 
وبالتالي فإن (2 200 ) أطاء_ <= 50,2 حسب مبرهنة (۳-١-٥أ)‏ . لكن 
1-0 10 
f(a)=f(b) (mod n) İi}. f(b)= cb «< f(a)=>.c;ai‏ . 
i=0 1-0‏ 


O 
: نتيجة‎ 


إذا ,C; ©» 7 ١‏ عدر - f(0)‏ وككل ان (82002)ط a=‏ و 
i=0‏ 
f(a)= 0(mod n)‏ « فإن f(b)=0(mod n)‏ . 
البرهان : 
بما أن ( 2200) (1)3(>1)6 حسب مبرھنة )١-١-9(‏ »و 
f(b)= 0(mod n) İi! . f(a)= 0(mod n)‏ . 
لا 
تعريف ۱-۲-۴۳ : 


يقال عن 2-< أنه حل لكثيرة الحدود (2 00<) 0 = "3 - f()‏ 2 
i=0‏ 
e; € #7‏ إذا كان („ £(a)=0(mod‏ . 
مثال )١(‏ : 

لتكن 22-5 + 32 - («)/ › (8 3)04 -11 . إذا 

f11 =3)11 + 211-5 - 0‏ › 28 - 5 - (2)3 + (309 - (1)3 و 
(8 28)5200 = 380 . وعليه فإن (8 2200) (1)3 > (11)£ . وإذا كان 

(8 0)204 = (×)۴ » فإن 1,5=× » لأن (8 0)000 02 -(1)1 › 

. F(5) = 802 0 (mod 8) 





)لقطا ہا رت 

مثال (Y)‏ 
إذا كان 7 >8 » فإن آحاد العدد “2 ينتمي إلى المجموعة (0,1,4,5,6,9). 

الحل : 
بما أن 50010 10-0 . إذأ (20010) مو = 10ب a=‏ بحسنا فين هن 
(۳--) .وعلي هف إن )10 a2 (mod‏ اک 
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ]ع a‏ . إذا 0,1,4,5,6,9 = (10 204) 27 وهذا يعني 
أن أحاد العدد ”ه ينتمي إلى المجموعة (0,1,4,5,6,9 1. 

مبرهنة 5-7-9 : " قابلية القسمة على 2,3,5,9,11 ' 


n n 
و › ,4 '(1-) < -1 » فإن‎ - 5١3, إذا كان ور( م۰42٠ 3,3)= 8 وكان‎ 


i=0 j=0 
(ب) 2ا5 © 2ا5‎ ٤ 2120, جه‎ 21١8 )( 
9\s (د) 82 جه‎ ٤ 3١5 + 312 (ج)‎ 
ش‎ 11۱۲ > 3١8 (ه)‎ 


سنثبت () » (ج) » (ه) ونترك إثبات الباقي للقارئ . 

لتكن a,x‏ - )م امع ع . 

)( باك (2 04م)0 > 10 . إذا (2 4مص) (۴)0 = (۴)10 حسب 
یھن (۳- =6 ن FO =a; 4 1000-5910 a‏ 
(82002)وة > ه» وعليه فان 2١8‏ ج>ه 3 حسب مبرهنة (۱-۱-۳). 

(ج) بما أن (3 1021200 . إذا (3 204) (۴)1 > (۴)10 حسب مبرهنة 
ددم .كن وك (0 2 و ود و١5‏ د( إذاً )3 assed‏ 
وعليه فإن 31١2‏ ج> 31١5‏ کر 4 








التطايقاتهم 


(ه) بما أن (1)00011- >10 . إذا (20011) (1-)۴)10(=۴ حسب 
مبرهنة .)١-5-*(‏ لكن 8 =(۴)10 و 26 (1-)6. إذأ (11 500)) 2 2: 
وعليه فإن ه١11‏ <> 11١6‏ . 


مثال (") : أثبت أن 
(أ) 147381 يقبل القسمة على 3 ٠‏ (ب) 2358792 يقبل القسمة على 9 . 
(ج) 61457 يقبل القسمة على 11 . 
الاثبات : 
(أ) بما أن 24 -1+8+3+7+4+1- 8 و 3124 . إذا 147381 يقبل 
القسمة على 3 حسب مبرهنة (9--اج) . 
(ب) ب اأن s=2+9+7+8+5+3+2=36و‏ 9136 . إذا 
2 يقبل القسمة على 9 . 


n 1‏ 2 
(ج) بما أن ,8+ يه- ية+ به- مة- ,۾ < -] . إذا 
i=0‏ 


6-1 +(4-1) +(7-5) = ا . إذا 61457 يقبل القسمة على 11 . 
مثال )٤(‏ : 
أثبت أن 6 يقبل القسمة على 2 و 3 لكنه لا يقبل القسمة على 9 . 
الإثبات : 
ليكن 874326 = 8 » 6= ره و 6 تقبل القسمة على 2 » إذا 8 يقبل القسمة 
على 2 حسب مبرهنة (7-7-19أ) . وحيث أن 
0 -8 74 +4 +2+3 +6- و و 386 لكن 915 . إذا 318 »ينما 
8 حسب مبرهنة (71-5-959ج,د) . 


ا لټطا مقا رت 
مبرهنة :_۳-۲-٣۳‏ " قابلية القسمة على 7 » 13 " 


إذا كان م,( 4-440 4) =4 و 


a¬—a 





=a 10" ' +a, _,10" 7 +a,‏ ° = ط » فان 


7١8 )(‏ ج (م22- )71 › (ب) 13\)b -92( 131١8‏ 
a—- a»‏ 
10 ِ 
=-20b - 22‏ 22 - . لكن (12-20)2007. إذا (m047)ط20-=b‏ 
وعليه فاإن (7 004) م22 - = و2- ٠»‏ وبالتالي فإن 
71-4 5 (24- )71 .لکن 21-24 و 2(=1-,7) › إذا 
2 حسب مبرهنة (۹-۱-۲ب)»وعليه فإن 71١2‏ > (ر24- 71)56 . 





(أ) بما أن =ط . إذاً رة +ط10=ه »وعلييهفإن 


(ب) بما أن رة + ط10=ه . إذا ,و9 905- -9- .لن 
-90)m04 13(‏ 12 . إذا (013مم)90- <ط ›وعليە ف إن 
131١-9‏ ج ,1315-98 . لكن 131-94 و 1- (9-,13) . إذا 
8 حسب مبرهنة (۲-١-۹ب)‏ » وعليه فاإان 
18 هج (94- )131 . 





مثال (5) : 
أضبت أن 7١153279‏ بينما 7565435 . 


الاثبات : 
بما أن 7١8‏ جه 72١)5-28,(‏ . إذا 
(1530-18) 71 جه 7١15309‏ جه 7١)15327-18(‏ ج 71153279 
0 ج (14-14) 71 ج 71147 جه (4 -151) 71 ج 7۱1512 جه 


إذأ 71153279 . 








التطايقانتهم 


بما أن (6 - 653) 71 > 716533 > 7١)6543-10(‏ جه 71١65435‏ 
١‏ 5 هج 7150 جه (71)64-14 جه 71647 جه 
و 755 . إذا 65435 +7 
مثال )١(‏ : 
أثبت أن 104741 يقبل القسمة على 13 . 
بما أن 1312 ج (,131)65-98 حسب مبرهنة (۲-۳-٣ب)‏ . إذا 
(45 -131)1046 ج 13110465 ج (10474-9) 131 ج>104741١131‏ 
0ج 13191 ج (100-9) 131ج 1311001ج> 
وعليه فإن 104741 يقبل القسمة على 13 . 
ملاحظة : 
يورد ابن البنا المراكشي (١٠٠-٠۷۲ه)‏ في مخطوطة " المقالات في علم 
الحساب تحقيق أحمد سليم سعيدان )٠٤۸-١٤١(‏ " طريقتين لمعرفة ما إذا كان 
عدد يقبل القسمة على سبعة ٠.‏ 
الطريقة الأولى : 
تعتمد هذه الطريقة على القاعدة الآتية وهي أن " باقي قسمة عشرة على سبعة 
هو ثلاثة » وباقي قسمة مائة على سبعة هو اثنان » وباقي قسمة الألف على سبعة 
هو ستة ٠‏ وباقي قسمة العشرة آلاف على سبعة هو أربعة » وباقي قسمة المائة 
ألف على سبعة هو خمسة » وباقي قسمة المليون على سبعة هو واحد » ومن ثكم 
يعود الدور بمعنى أن باقي قسمة العشرة ملايين على سبعة هو ثلاثة وهكذا . 
والعمل بهذه الطريقة هو : 
" ننزل العدد في سطر ونضع تحته هذه الأعداد الواحد تحت الآحاد » والثلاثة 





تحت العشرات ٠‏ والاثنين تحت المئات » والستة تحت الآلاف » والأربعة تحت 
عشرات الآلاف» والخمسة تحت مئات الألوف » والواحد تحت الملايين ". 


)لقطا بقارت 

ثم نكرر هذه الأعداد الستة بعينها تحت باقي المراتب على التوالي › فإذا فعلت 
سبعة (أقسمه على سبعة) فما بقى فأثبته على رأسها فإذا تمت المراتب بهذا 
العملء فأرجع إلى الباقي فوق الخط › فأجمع بعضه إلى بعض › كالآحاد › 


وأقسم المجتمع على سبعة فما بقى هو الجواب . 


مثال (۷) : أثبت أن 
() 1 يقبل القسمة على 7 » (ب) 65463 لا يقبل القسمة على 7 . 


الاثبات : 
() با أن 9334141 و (07مص) 2+1-14-0 +2+1 +0+5+3 . 
7865431 
1545231 


إذأ 717865431 . 


رق شا (m0 7( o‏ 6 =13= 4+3 +3+2+1 . إذا 
40331 


7*63 . 
الطريقة الثانية : 


إذا کان 20)10 92 وك a = (a,‏ ¢ وكان 


[[[BGa, يية + (رية+‎ [<3 + a, |x 3 +---]x 3 + a, jx 3+ a, 
. 7 يقبل القسمة على 7 . فإن 2 يقبل القسمة على‎ 
: )۸( مثال‎ 
. 7 أثبت أن 14378 يقبل القسمة على‎ 

الإثبات : 

بما أن 245 -3[:3+7[«»3+8+(3)31+4]] ولكي نثبت أن 245 يقبل 
القنيفة على 47> كحك أن 3624025277 FATT gy‏ 21545 
وعليه فإن 7114378 . 


التطابقات 


ت 1 0 
)١(‏ إذا كان 1+ ×2 - ×2 + ×=(»)۴ وكان (5 2004 =7 » فأثبت أن 
(5 4مط) (۴)2 > (۴)7 » وأوجد 27 بحيث أن (5 0)200 = (1)0 
)١(‏ أثبت أن 42726132117 يقبل القسمة على 3 » 9 . 
(9) هل أن العدد 1120378 يقبل القسمة على 2 ١» 7 ٠‏ 11 » 13 ؟ 
(4) ليكن ور(م8 ٠٠١8‏ دمة ,2) = 4 
(أ) إذا كان 2١8‏ » فأثبت أن (0,2,4,6,8 !© و8 . 
(ب) إذا كان 5١2‏ » فأثبت أن (0,5 € ره . 
(ه) إذاكان 267 وكان أحاد العدد ۾ يساوي : » فأثبت أن 
إre{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9‏ . 
(5) إذاكان 267 وكان أحاد العدد “۾ يساوي ۲ » فأثبت أن 
.re{0,1,5,6 }‏ 
(۷) أثبت أن كلا من العددين 521125 74833847 يقبل القسمة على 11 . 
(۸) هل أن العدد 1010908899 يقبل القسمة على 7ء1311 ؟ 
(9) إذاكان (072002)ط ۴)a(=‏ « فأثبت أن (0 f(a + nr) = b(mod‏ 
لكل 7٤ع‏ ." لاحظ أن (2 2)0700 دعم + 2 لكل 7عإ'". 
)0٠١(‏ إذاكسان و(و8 3_٠٠3,‏ ,8) 22 › ,3:3 - و »ء فلت أن 


٠٠4 إذا كان و(80‎ )١١( 


i=0 


. b-1\s>$ b-1a 


2-8 » فأثبت 328 جه 4ا3 . 


ادم 


التطايقانتهم 


8 › 3 فهل أن 2 يقبل القسمة على‎ ٠ ه‎ = )8, 8,٠09, إذا كان و(م8‎ )١١( 


عندما : 
a= 5 )(‏ 3 (ب) 6 = ك4 
)ج( 3 a=‏ 2 (د) 1 a=‏ 


)١(‏ إذااكان و(320 31و3 '' 3-1 ,)=4 ٠‏ وك ان 
ور(مة 2-24 د 4) = ط » فأثبت أن . 
() ها "2 ج طا "2 ' لاحظ أن ١2‏ "2ج2"(4 00200 2 3 ' . 
(ب) ه١‏ "5 جه طا "5 ' لاحظ أن ۾ ا 5ج5”(»4 010200 > ج " . 
(ج) أوجد أعلى قوة ص للعدد 2 بحيث أن 53468148 يقبل القسمة 


على ”2 . ظ 
(د) أوجد أعلى قوة 10 للعدد 5 بحيث أن 18436375 يقبل القسمة 
على "5 . 


› 5<-7,11,13 إذا كان + 2-1000 ؛ 1000> >0 وكان‎ (i) )1١:( 
. فأثبت أن 2١ط ج (” - )ا(‎ 


" ملاحظة (* - 820 ) - 100120 - 2 " 


(ب) أستخدم (أ) وأثبت أن 984211536217 يقبل القسمة على 7,13 ولا 
يقبل القسمة على 11 . 


“-"_: أنظمة البواقي Residue systems‏ 
أثبتنا في مبرهنة (۲-۲-۳) أن علاقة التطابق قياس 2 هي علاقة تكافؤ 
على المجموعة 7 . وحيث أن. كل علاقة تكافؤ تجزئ المجموعة المعرفة عليها 

إلى فصول أو صفوف تكافؤ (Equivalent classes)‏ . إذا 
[2[|87] ! = ,72/2 تجزئة للمجموعة 7 


التطابقاته 


لكن صف أو فصل التكافؤ [3] والذي يحول العنصر 2 هو 
a =[a]= {be Z |b =a mod n }‏ 
{beZ|b= a+nr, reZ}= {faear| reZ}‏ = 
إا 
reZ}‏ اعم +ا! - [] 1 1 {nr | rez}‏ = ]0[ =0 
n-1=[n-1]= {-1+(n+Dr| rez}‏ وو nr| rez}‏ +2{ =]2=[2 
A =[n]= {n+ nr | re Z}= ((r+Dn | reZ ¦= [0]‏ 
٠‏ [1] -[ 2عم [n+] = {n+1+rn| reZ}={1+(r+1)n|‏ 
2n-1]=[n-1], [2n], ]0[ ,]225+1[-]1[ , °°°‏ 
وعليه فاذارمزناللمجموعة ,=/7 بالرمز ,7 ›نجدأن 
[[1- م],٠٠٠,[1],‏ [0]] = ,2 والتي تسى مجموعة البواقي 
(Residue classes)‏ ا ak‏ ا 14 »نجد أن 
([3] , [2], [1], [0]] = ,7 ۰ حيث 
c[0]= {0,F4,F8,--} (l= (..<-7+-315,9,‏ 
}11 562-137 س4 =[ ,3 ,1, 22,6-+6-“<<( =]2[ 
والآن إلى بعض خواص فصول التطابق 
مبرهنة ١-۴۳-٣۳‏ : 
إذا كان ,ك/كء طرة وكان 5 2 فإن (20 2200)ط5 4# . 
بما أن 26 ء إذأ أما 6< أو ط> ةع فإذاكان ط<ه. فإن 
0>>2>2-1 « وعليه فإن > (+1)- 2-1-6-2 >6-ح>20» 
وبالتالي فإن 2562-6 ٠»‏ وعليه فإن (2 5)5200 # 2 . وإذا كان ا>ه فإن 
b-a> n‏ >0 » وعليه فإن 2 - 2155 وهذا يعني أن b(mod n)‏ # ع . 








التطايقانت 
مبرهنة ۲-۳-۳ : 
كل عدد صحيح يطابق عدداً ودا ن الأعداد 1- 0,1,٠٠٠1‏ . 
أي أن إذا كان 7 ٤ه‏ فيوجد عنصر وحيد ,2 © ۲ بحيث (2)02002 2 2 . 
اليرهان : 
بالقسمة الخوارزمية يمكننا إيجاد عددين وحيدين 7 © 51,8 بحيث أن 
٠ 0 > 1 >11 » a= mn + 1‏ وعليه فان re {0,1,--., nla =r(modn)‏ 
ولإثبات وحدانية ۲١‏ نفرض وجود عدد آخر (1-م ,0,1 أعو و 


. )۱-۳-۳( إذا > 5» وعليه فإن 5-7 حسب مبرهنة‎ . a=s(mod n) 








نستنتج من المبرهنتين (۱-۳-۳) و (۲-۳-۲) أن لكل عدد صحيح موجب 11 
يوجد 2 من فصول التكافؤ قياس 2 وهي [1- ]0[,]1[,٠٠٠,]١‏ يطلق عليها 
البواقي قياس 1 )1 (Residue classes modulo‏ . 


تعريف ١-7-1‏ _: 
يقال إو ])4,٠٠٠,‏ أنها نظام بواقي تام أو مكتمل 
Residue system)‏ eteاomp€)‏ قياس 2 ٠‏ إذا كان كل عدد صحيح يطابق 

عددا ودا من الأعداد م3 .0٠و38‏ قياس 12 . 
إذأ إ4 ,130,0 نظام بواقي تام قياس ١‏ إذا وإذا فققط كان 
[a01]‏ أ لكل 7»ع2 . 

يطلق أحيانا على المجموعة ([,,201.0-0.]8]) مجموعة البواقي التامة 


قياس 2 . 


مثال )١(‏ : 001 
(أ) (5-1,:--,0,1) نظام بواقي تام قياس < و Z, =) ]0[,٠٠٠,]1[‏ 














التطايقاقتم 


(3411 013 اخن سام مسجو اف تنهار ES‏ 5ه لأن 
Z = ] ]01,]11,]2[ ,]3[ , ]4[(‏ مجموعة بواقي تامة قياس 1 . 

(ج) (9,12,8,14-,0 1 = نظام بواقي تام قياس 5 » لأن (5 0)000 >0 › 
4(mod 5)«8 = 3(mod 5( ١12 = 2(mod 5( ١7ج‎ 9 =1(mod 5)‏ = 14 
وبالتالي فإن [ [14] ,[12], [8], [9-],[0] ) - 5 مجموعة بواقي تامة 
قياس 5 . 

(د) (2,4,6,8,11 ) نظام بواقي قياس 5 غير تام (مكتمل) › لأن 
([11] , [2[,]4[,]61]8]) مجموعة بواقي غير تامة › وذلك لآن 
٠» 2= 2(mod 5)‏ (5 000 )4 = 5)4 00ح )1 = 6» (5 3(mod‏ = 8« 
(1)0005 112 . 


مبرهنة “-5-9 : 
C= {405"an}‏ نظام بواقي تام (مكتمل) قياس 5 إذا وإذا فققط كان 
a; #2;‏ لكل [غ12 » 52-1[ , 1ك1. 
البرهان : 
(مة ٠٠“,‏ م4) = € نظام بواقي تام (مكتمل) قياس ۸ إذأ وإذا فقط كانت 
([مة] ,٠٠٠,[م])‏ مجموعة بواقي تامة قياس ٠‏ إذأ وإذا فققط كان #4 ,2 
لكل [ 1# ٠‏ 1--12>[ , 1>1 حسب مبرهنة OT)‏ 5 








نتيجة )١(‏ : 
أي 12 من الأعداد الصحيحة المتتالية تمثل نظام بواقي تام قياس 7 . 
إلبرهان : 
ليكن 2 عدداً صحيحاً . إذا (1- 2+ ه,٠٠٠,1+‏ 2,2 ) =$ مجموعة من الأعداد 


الصحيحة المتتالية و 2 > |9] . 








التطايقاوتم 





وإذاكان 665+ 8,ط+ 8 <« b,ceC= {0,1,-,n-1}‏ < فإن 
a + c ) 200 n)‏ > 6 + 2 و (۶c‏ يعني أن (2 ۳04) > 6 وهذا يناقض 
كون (8-1 ,٠--0,‏ 10,1 = © نظام بواقي تام قياس « . إذاً »© + ط 8 + ۾ 
وعليه فإن 5 نظام بواقي تام قياس 1 حسب مبرهنة (9--أ”م) 4 





نتيجة (") : 
إذا كان € نظام بواقي تام قياس 2 وكان 7 » 8 › 1-(8,2) ٠‏ فإن 
D = {ax + b|xeC}‏ نظام بواقي تام قياس 2 لكل ء 5 . 
البرهان : 
نفرض أن ax = ay (modn) İi! . x,y e C«ax + b = ay + b (mod)‏ 
لكن 1= (8,2) » إذأ (2002)ل = × حسب مبرهنة )4-١-8(‏ » وهذا يناقض 
کون ')علاإ,ءا » € نظام بواقي مكتمل قياس م . إذا + ay‏ 6 + ياج لكل 
© >ل,» , ¥ +× » وعليه فإن ([ نظام بواقي تام قياس 1 حسب 
مبرهنة (8--") . 
لا 
مثال (؟) : 
(أ) (7,17-,3-,10,1-© نظام بواقي تام قياس 5 » لأن (5)005 2 2 
لكل ا + هج و 3,5>)0 حسب مبرهنة (ممم) . 
(ب) (17,8,9,10,11-© نظام بواقي تام قياس 5 » لأن © مجموعة من 
الأعداد الصحيحة المتتالية و 5=|)| حسب نتيجة )١(‏ من 
مبرهنة (۳-۳-") . ١‏ 
(ج) [ 15,21,27,33,39) = نظام بواقي تام قياس 5 » حسب نتيجة (۲) » 
مبرهنة (۳-۳-۳) » [0,1,2,3,4] =€ نظام بواقي تام قياس 5 و 
D={6x+15|xeC}‏ . : 


القطايقاءته 


ولدارسة أنظمة البواقي المختزلة نورد ما يلي : 
تعريف “«-"-" _: " دالة أويلر Euler phi function‏ " 
دالة أويلر (40)5 هي عدد الأعداد الصحيحة الموجبة الأقل من أو تساوي 7 
والأولية نسبيا مع 1 . 
أي أن |}1= {me Z|1 sm sn , (m,n)‏ | درم)ن : 
مثال (") : 


2= 1,2 |= 3( + 2-(1,3)|-4)وء 
6= | 1,2,4,5,7,8{ |=)9(ۋ < 4= 1,35,7{ |=)0(8 





تعريف ۳-۳-۳ _: 1 
إذا كان ٤‏ نظام بواقي تام قياس ١‏ » فيقال عن مجموعة جزئية ۸ من © أنها 
نظام بواقي مختزل قياس ¬ )¬ (Reduced residue system modulo‏ « إذا 
كان [1-(2,ة)|60 2-18 . 
إذا ۸ نظام بواقي مختزل قياس 2 » إذا كان : 
(a,n)=1 )(‏ كل عه ۰« (ب) |R|=¢0(n)‏ 
)ج( a # b(modn)‏ لكل a,beR‏ و 226 . 
مثال )٤(‏ : 
(أ) إذا كان 6= 1 » فإن [ 1,5) = ۸ نظام بواقي مختزل قياس 6 » لأن 
1= (5,6) = )1,6( و )0(6 1#5(mod6) » R=‏ . 
(ب) إذا كان 2-10 » فإن [1,3,7,9) = ۸ نظام بواقي مختزل قياس 10 › 
لأن 9,10(=1) = (7,10) = (3,10) =(1,10) و |R|=4=¢0)10(‏ و 
a # b(mod 10)‏ لكل a,beR «< a#b‏ . 


(ج) 11,3,9-,3-) = ۸ ليس نظام بواقي مختزل قياس 10 » لأن 


(010ه0م)11- 2 9 . 














التطايقاته 
و و 
مبرهنة 4-۳-۴۳ : 

إذا كانت ۸ نظام بواقي مختزل قياس 2 ء وكان 1= (4,1) » فيوجد عنصر 
وحيد ٤ R۸‏ ط بحيث أن a= b(mod n)‏ . 
البرهان_: 

لیکن ٤‏ نظام بواقي تام قياس موأن RcC‏ . إذا 1= (4,1) يعني وجود 
عنصر وحيد € ٤‏ ط بحيث أن (2 0١‏ ")ظط = 2 » وعليه فإن (۸,ط) = (,ھ)ء› 
لكن 1= (۸,ه) . إذأ 1= (,ط) وبالتالي فإن 12 >5 . 

لا 

مثال (5) : 

[1,3) =۸ نظام بواقي مختزل قياس 4 . لأن 3,4(=1) = (1,4) و 
mod 4 » |R|= 2= 0)4(‏ 13 . والآن إذا كان 5= هء فإن 1-(3,4) و 
(15, 5) = ۸ه نظام بواقي مختزل قياس 4 لأن 15,4(=1) =(5,4) » 
aR |= 2= p)4(‏ › كما أن (4 كەص) 5215 . 
وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 

مبرهنة 9-4-۳ : 

إذا كان ۸ نظام بواقي مختزل قياس « » وكان 1-(8,2) ٠‏ فإن 

(1ءءإمه ! = aR‏ نظام بواقي مختزل قياس 1 . 

البرهان : 
بما أن ۸ نظام بواقي مختزل قياس 2 و »۲٤۸‏ إذأ 1- (2,) .لعن 
1= (4,0) بالفرض › إذا 1[-(21,2) حسب مبرهنة (1-1-7) . لكن 
|R|= (n)‏ و عله |R|=‏ . بذا )=| aR‏ والآن إذا کان 8 € ۲,۲ 
و ar, = ar, (mod n)‏ » فإن (2 )m0d‏ را = 1 حسب مبرهنة )٤-۱-۳(‏ . 
وهذا يناقض کون ۸ نظام بواقي مختزل قياس « . إذا راه * زه لكل 
+21 31,815 » وعليه فإن ۸ه نظام بواقي مختزل قياس 1 . J‏ 

















التطابقانته 








(1) 


(0 


aT 
نظام‎ )6,13,26,39,10,17[ ٠» )0,1,2,3,4,5 ( أثبت أن كلا من‎ 
يك اكلا من | لدو 1ر0[ فوح دعام‎ 
بينما‎ ٠ 8 نظام بواقي تام قياس‎ ! 0 3,6,9,12,15,18,21( 
. 8 نظام بواقي غير تام قياس‎ ) 0,2,4,6,8,10,12,14( 

(أ) أثبت أن كلا من [7,11,13,17,19,23,29 )1 ٠»‏ 
(4,8,12,16,20,24,28) < | 0,3,32,3°,3,3,3°{ « 

ا (a a + 3" laeZ,n=1,-‏ نظام بواقي تام قياس 7 . 
(ك) فان كلذ من ١‏ 2272 03:22 : 

تخا عه عه 2+2 2٠‏ ) نظام بواقي غير تام قياس 7 . 
ا ا داكن نظام باقن نام ا 

1 0,1,2,3,4,-4,-3,- 2,-1( > {0,1,2,3,4,5 ,6,7:8( 
{1,3,5,7,9,11,13,15,17} < {0,2,4,6,8,10,12,14,19 

إذزا کان وعدا اا «aeZ‏ 18م » فأشت أن 
-1(a‏ م۰۰,)p-,‏ 0,2,32{ نظام بواقي تام قياس م . 

إذا كان 220 = 2 » فأثبت أن 

(1-,2 ح ,»٠٠و‏ (1 -22) > ولطى1 - ,0,1,2 نظام بواقي قياس ‘n‏ 
إذا كان 1+ 2820 = مہ » فأثبت أن (1-,2 ,٠٠ ١,10, - 0, ٠٠١,-‏ 0,1,2 { 


أثبت أن [ 8,13,25,80 -16-,31- ) نظام بواقي مختزل قياس 9 . 


التطايقاهم 
© أقيث أن | 3,37,3734,35,35 | نطام بوافی محتؤل قيائن 14 : 
)٠١(‏ إذا كان م عددا أوليا » فأثبت أن 
P2, 2,112, |‏ | نظام بواقي مختزل قياس م . 
)1١(‏ أثبت أن ( 4,8,12,16,20,24 ) نظام بواقي مختزل قياس 7 . 


: 8 أي مما يأتي بنظام بواقي مختزل قياس‎ )١١( 
. {-1,8,11,17 (١! 3,15,21,23 [»!11,33,55,77[21-5,-7,5,7( 


. التطابقات الخطية ومبرهنة الباقي الصينية‎ :_ ٠-۳ 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة التطابقات الخطية بمتغير واحد‎ 
. ومتغيريين وأنظمة التطابقات الخطية إضافة إلى مبرهنة الباقي الصينية‎ 


تعريف ۱-٤-۳‏ : 
يقال عن علاقة تطابق أنها علاقة تطابق خطي بمتغير واحد إذا كان 
ax = b (mod n) ...)1(‏ 


ويقال عن 7 » × أنه حل للتطابق الخطي (1) » إذا كان (2 أمص) طا = ,جه 
ويقال عن حلين ⁄ © و, | أنهما متطابقين (5011011025 )congruent‏ » إذا كان 
(ه 2<200) م > ,× » ويقال عن حلين ⁄ © ×× أنهما غير متطابقين 
(incongruent solutions)‏ « إذا كان x, (mod n)‏ © < . 
مثال )١(‏ : 
(أ) إذا كان (4 204) 1= ×3 » فإن 3,7 حلان متطابقان لذلك التطابق » لأن 
(mod 4)‏ 1 3»3 و )4 (mod 4( « 7 <3 > 1 (mod‏ 3ح 7 . 
(8 000) 26 2×3 و (8 0حص) 6 = 7< 2 بينما (8 52200) 3 6 7 . 


التطابقابته 


ولدراسة نوعية الحلول » نورد الآتي : 
مبرهنة ١-٤-۳‏ : 1 . 
إذا كان 1= (۸,ه) » فإن للتطابق الخطي (2 لمص) ا = كتج حل وحيد 
قياس 0 . 
لیکن ۸ نظام بواقي تام قياس « . إذاأ ۸ > | )= 212 نظام بواقي تام 
قياس 1 حسب مبرهنة )١1-7-1(‏ » وعليه يوجد عنصر وحيد ۸ © × بحيث 
أن (mod n)‏ ط2عه . 
8 
ملاحظة : 
أن مبرهنة )١-4-9(‏ تعني أنه إذا كان >6 حلا للتطابق الخطي 
ax = 6 )mod n(‏ » فإن (2 200) ع8 » وأن أي عدد صحيح 7٤ء‏ 
يكون حل للتطابق الخطسي (2 200 26 جه إذاً وإذا فقط كان 
c=e (mod n)‏ ء لأن b )mod n)‏ دعة و )mod n)‏ 2ع يعني أن 





ac = ae (mod 2(‏ . لکن 1=( (a,n1‏ › إذا ( 200) c=e‏ سسب 
نتيجة )١-۳-۳(‏ . 
وقبل أن نعطي نتيجتين مهمتين للمبرهنة )١-٤-۳(‏ » نورد التعريف الآتي . 
تعريف ۳-£-؟ : 
يقال عن 7 >8 أنه معكوس أو نظير (12976156) ضربي للعدد 4٤7‏ 
قياس 2ء إذا كان (2 أمص) 85-1 . 
مثال (؟) : 
7 2€ معكوس ضربي للعدد 3٤7‏ قياس 5 » لأن (5 إمص) 32-1 و 
7 4€ معكوس ضربي للعدد 7 ع4 قياس 5 » لأن (5 إمص) 441 . 


&@ 














التطايقات 
نتيجة )١(‏ : 
إذا كان م عدداً اونا 3 8 فإن للتطابق الخطي (۸ 200) ا=×ه حل 
وحيد قياس م . 
يترك للقارئ . 
نتيجة (؟) : 
يكون للعدد 7 © 2 معكوسا ضربياً قياس لذا وإذا فقظ كان 1- (طية) . 
البرهان : 
تفترهن. 667 هر الوس للشو الد و قان وا 
(ه 0مص) 1= ab‏ » وعليه فإن 2١26-1‏ وهذا يعني وجود ٤7‏ ۲ بحيث أن 
عاك 1د قة:ومنا نهد أن اذكو دافا عليه فنك 1ك (5رة) سب 
مبرهنة )۸-١-۲(‏ . 
ولإثبات العكس نفرض أن 4,۸(=1) . إذا يوجد عنصر وحيد 662 
بحيث أن (32002) 26-1 حسب مبرهنة )١1-4-7(‏ » وعليه يوجد 


م 


للعنصر 7 ٤‏ ۾ معكوس ضربي قياس 11 . 


لا 
مثال (") : 
كل كلذ من التظابقاة: الخطية اة + 
4x =9(mod 7) ()‏ « )ب( (60 11x = 25(mod‏ 
الحل : 


(أ) بما أن 4,7(=1) . إذا للتطابق الخطي أعلاه حل وحيد هو 
x×=9.4 1 )mod 7(‏ . لكن [0,6--,0,1,2)= ب2 و 4-1-2627 
لأن 42-12 . إذأ (7 4)000 2922 ع . 


التطايقابته 


(ب) بما أن 11,60(=1) . إذأ للتطابق الخطي (20060) 25 :11 حل 
وحيد هو (25*11-1)00060 2 لكسن م11-1-1167 . إذا 
(60 25110200 = × » ومنها نجد أن (60 25)5200 = × . 


مثال )٤(‏ : 
حل التطابق الخطي 

17x = 60 mod(94) ... )2( 

الحل : 
بما أن 1= (17,94) . إذأً يوجد حل وحيد للتطابق الخطي في (2) هو 

(94) 4م ' (17) × 25 = × وقد يكون حساب ,و7 2 '(17) صعبا لذلك 

يمكن حل المسألة بالطرق الآتية : 

(/) بما أن 1 (17,94) . إذأ نوجد 7ء ۲,۶ بحيث أن 948+175-1 » 
ولإيجاد 1,5 نستخدم القسمة الخوارزمية › فنجد أن 9+ 94=5×17 »2 
8=8x×1 ›9=8x1+1 ›17=9×1+8‏ ء وعليه فإن 1-9-8 
لكقن 8=17-9 . إذاً 229-17 -(17-9)-1-9 لكقف سن 
9-94-7 . إذا 2294-1117 -17-(2)94-517 -]1 
ومنهانج د أن (94) لمص 1 (11-)17. لكلسن 
mod )94(‏ 83 11 - . إذأ (94) 1783-1200 › وعليه فإن 
ہو2 83€=' 17 »۰ وبالتالي فإن x =60x(17)' =60x83=92mod(94‏ 
ل للتطايق 2(7 

(ب) سان (94) 500 60 = 17x‏ و (94) mod‏ 34-=60 . إذا 
17x =-34 m0 )94(‏ . لکن 17,94(=1) . إذأ (94) 4مم 2- دع 
حسب نتيجة مبرهنة (4-1-7) . لكن (94) 00م 2-=92 . إذا 
(94) 4م 92 = × حل للتطابق (2) . ' 


التطابقاته 

وقبل أن نعطي طريقة أخرى لحل ذلك التطابق » نورد ما يلي 
ملاحظة: (ھ 6)5000- = ny‏ جه 7 88 , نوم ax = b(mod n) ¢+ ax - b=‏ 
فإذاكان ل E E‏ الخظي (ه -b(mod‏ = لإ فإن 
(ھ لm0ص)b-=‏ ,رد يعني أن ,×4 - 5+ رلإم » 7» ,× » ومنها نجد أن 


1 
2 ,× حل للتطابق الخطي (2 8)0200 = جه . 


وبالرجوع إلى التطابق الخطي (94) 2200 60 = ×17 » نجد أن 
94y =-60 )m0417(‏ .1> نن (5200417) 60=8- . إذا 
94y = 8 )mod 17(‏ . لكن 85y = 0 )m0417(‏ . إذا 9y =8 )m0d17(‏ 
حسب مبرهنة (5-١-"أ)‏ » ومنها نجد أن (20017) "(8)9= ر . لكن 

267 9-1 .إا y=16)m017(‏ »وغل ەف إن 


00ل ل ۽ حل للتطابق الخطي (94 004) 60 = ×17 
a‏ 
وهذا يعني أن (94 200) 92 = × حل للتطابق الخطي (94 700©) 60 = ×17 
والآن إلى كيفية تحديد الحلول غير المتطابقة والمبرهنة الآتية . 


› 4= )3,2( مبرهنة !5-4-1 _: ليكن‎ 
, ax =b (mod n) ... )3( 


(أ) يوجد للتطابق الخطي (3) حل إذا وإذا فقط كان 01١6‏ . 
(ب) إذا كان 4١5‏ فيوجد للتطابق (3) » ل من الحلول غير المتطابقة قياس 2 . 
البرهان_: 


(أ) نفرض أن × حل للتطابق الخطي (3) . إذا 2١2-65‏ . لكن ”ال و 
8 . إذا 4١١‏ . ولإثبات العكس لاحظ أن 


a _b n, ٠ 
ax = b(mod n) <+ —x =— mod (Z 
x = b(mod n) i 4 0 





لكن كل من ١,طره‏ يقبل القسمة على 4 . إذاً E‏ وفيت أن 
ا حسب نتيجة مبرهنة )6-1١-1(‏ . إذا يوجد حل وحيد للتطابق 


الخطي (2) له = ×8 حسب مبرهنة (1-4-1) . وعليه يوجد حل 


للتطابق الخطي (2 5)2000 2 2:ج . 


نفرض أن =e‏ 1 6 6 اذا 


ax = b(mod n) >> cx =e (mod m) , (c,m) =1‏ 
وعليه يوجد حل وحيد "٣(‏ إ0”ص) × = × للتطابق الخطظي 
e)mo0d m(‏ 2 ×> حسب مبرهنة )۱-٤-۳(‏ .لکن (20 mr)mod‏ > 0 
لكل ۲٤⁄7‏ إذا (۳ ۲)0۵ + × = × حسب مبرهنة (i-۱-۳)‏ 2 
وعليه فإن جميع الحلول المتطابقة للتطابق الخطي (۳ 6)5200 = 2ه على 
الشكل (ہ 20)8000 + × =× » ۲٤7‏ .لکن لئيس كل الأعداد 
الصحيحة على الشكل ا" + × متطابقة قياس ١‏ . إذاً الأعداد غير 
المتطابقة قياس 1 تمشل الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي 
ax = b(mod n)‏ . فإذا كان (×ص 5152020200+ ×= 100 + × › فإن 
ذلك يعني أن (2 580)1200 > ۲۳ ومنه نجد أن (ل) 2200 8-5 » وعليه 
إناك ان [1- ,0,1,0 )= re0‏ .»ف إن (m,d)=1‏ « 





x, |۲٤ [‏ + ) = ۸ نظام بواقي تام قياس 4 كما أن =| ۸| 
وعليه يوجد ل من الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي (3) وهي : 
2m, °°°, xo + )0 -1(m‏ + و , + وا , x‏ .لکن m=‏ 


إذاً يؤجد 4 من الخلول غير المطابقة للتطابق الخظي (3) وهي : 
(d-1)n‏ 
x +1‏ , ..., لط + Xo, xX‏ 
d 0 d‏ 0 0 


التطابقاءته 


مثال (5) : 
أوجد الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي 
32x = 8 )20042( ... )4(‏ 
الحل : 
بها أن 2227 )وى O OA‏ عيجتر قط اقرف السطتحابق 
الخطي (4) حسب مبرهنة )۲-٤-۳(‏ . لكن 
٠٠١ )5(‏ (021مص) 4 >ج16 ج (0042م) 8= ×32 . رحيتث أن 
1= (16,21) . إذاً يوجد حل للتطابق الخطي (5) هو (00421©) !7 (4)16 = × 
لكن ر7٤‏ 4= 16 . إذاً (21 16)504- × » لكن (0,1 2-1 نظام 
بواقي تام قياس 2 . إذا {x, +21r|jeeD}‏ دع تمثل مجموعة الحلول غير 
المتطابقة للتطابق الخطي (4) ومنها نجد أن 37 , 16= × حلان غير متطابقتين 
الخطي (4) . 
مثال )١(‏ : 
إذا كان (8)20015 522 » فإن 5,15(=3) و 318 . إذاً لا يوجد حل 
للتطابق الحظي )15 5x =8 (mod‏ . 
مثال (7) : 
حل التطابق الخطي 
6x = 9(mod 21) ... )6(‏ 
الحل : 
يما أن :219:23 6 3189 إذا يرجه كلاثة لول غين متطابقة الط ابق 
الخطي (6) › ولإيجادها لاحظ أن 
6x =9 (mod 21) < 2x = 3 (mod 7) ... )7(‏ 
وعليه فإن (7 2700) ( 53)21 × . لکن -4٤7,‏ '2 


التطابقاءته 





إذأ (7 5)0٩‏ = (3)4 - نع وحد ث أن [05=)0,1,2 و 
R= [r+ xo |re D} = (5+ r|re D}‏ . إذا (5,12,19) R=‏ › وعليه 
فإن الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي (6) هي 5,12,19 . 
مثال (۸) : 
حل التطابق 
15x = 25 (mod 35) ... )8(‏ 
5 
بما أن 5-(15,35) و 5١25‏ . إذا بوتس حبر بر sS‏ 
للتطابق الخطي (8) » ولإيجاد تلك الحلول » لاحظ أن 
15x = 25 )200 35( + 3× = 00 7) ... )9(‏ 
لكن 3,7(=1) . إذا ,7 ع5 - 31 » وعليه فإن (7 4)000 = (5)! 33 Xo‏ 
لكقن 0 ] -2 نظام بواقي تلم قياس 5ع إذاً 
۸R = )4+72[+62[- )4,11,18,25,32[‏ هي مجموعة الحلول غير 
المتطابقة للتطابق (8) . 
والآن إلى المبرهنة الآتية . 
مبرهنة ۳-٤-۳‏ : 
إذا كان ©2,7, 3,8 ٠‏ 0 < 2,1 » فيوجد حل لنظام التطابق الخطي 
«x=a,(modn) - ... )10(‏ 
x =a, (mod r) ...)11(‏ 
إذا وإذا فقط كان (,8 - ي8)١(8,5)‏ . 
وإذا كان × حلأ للنظام أعلاه فإن (ص 200) ,× = × » حيث [1,م]- مر . 


البرهان : 


بما ن (20012) ,2 >< . إذا يوجد 7٤ء‏ بحيث أن 25+ بن -« › 





وبالتعويض في (11) ينتج أن =a, (mod r)‏ قط+ a,‏ > ومنها نجد أن 
(mod r) ... )12(‏ به - ns =a,‏ 





التطابقاءته 
إذا يوجد حل للتطابق الخطي (12) إذا وإذا ققط كان ,4- ر4 )0,1(١‏ 
حسب مبرهنة )۲-٤-۳(‏ . والآن لنفرض أن × حل للتطابق الخطي (12) . 
إذأ جميع الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي (12) على الشكل 




















teZ < S= Xo F 1‏ حسب مبرهنة (4-۳-( > ومنها نجد أن 
(n,r)‏ 
rt nrt‏ 
+ 0ط + +tns=a, + (xg + Jn=a,‏ به دير 
(n,r) (n,r)‏ 
لکن x =a, +xoneZ‏ و rm‏ 12 حسب مبرهنة )٥-۳-۲(‏ . إذا 
(n,r)‏ 
x, + m٤‏ = × » وعليه فإن (20 004) x,‏ =× . 
x =3 (mod 6( ... )13(‏ › 
x =9 (mod15) ... )14(‏ 
الحل : 
بما أن 6,15(=3) و (31)9-3 . إذا يوجد حل للنظام المعطي » ولإيجاد ذلك 
الحل » لاحظ أن 
reZ «< x=3+6r ... )15(‏ 
وبالتعويض في (14) ينتج أن (9)20015 >6 + 3 ومنها نجد أن 
(50015) 6 =6 » وعليه فإن (- 3ل ) لمم 1= » وهذا يعنى أن 
١ )6,15(‏ 
(5 0ص) 1= ۲ » وعليه فإن 
teZ <r=1+5t ... )16(‏ 


ومن (16) › (15) ينتج أن 30+ 51(=9 + 6)1 +3=× › ⁄6) »ء وعليه 
فإن (9)5220030 >< . 











التطايقاتهم 





والآن إلى مبرهنة الباقي الصينية والتي سئميت بهذا الاسم لأن الرياضي 
الصيني 1511 - 12ن51 سأل في القرن الأول قبل الميلاد عن العدد الذي إذا قسم 
على 3 كان الباقي 2 » وإذا قسم على 5 كان الباقي 3 » وإذا قسم على 7 كان الباقي 
٠ 2‏ وهذه المسألة تكافئ إيجاد الحل لنظام التطابق (3 2)004 2غ › 
x =2(mod 7) «< x =3(mod 5)‏ . 


مبرهنة ٤-١‏ -؛ : ' مبرهنة الباقي الصينية Chinese Remainder Theoron‏ " 
إذا كان ,٠٠١,2,‏ 87.2 أعداداً صحيحة موجبة وكان 1= (ر۸, ;1) لكل ز ن 
فيوجد للنظام 
(mod n,)‏ ره دع 


x =a, (mod n») 


x =a, (mod n,) 
4 
1۸ = [ [ 2, حل وحيد قياس‎ 
i=1 
" 7 البرهان : " بالأستقراء على‎ 
فإذا كان 1= ۲ فلا يوجد ما نبرهنه » أما إذا كان 2 =۲ فإن ( ,۸ 27200) ,2 22زء‎ 
تضمن وجود حل‎ )۳-٤-۳( و 1-(2,22) . ومبرهنة‎ > 32 )5200 22( 
5 =2 وحيد لذلك النظام قياس 1112 و عليه فإن المبرهنة صحيحة عندما‎ 
من المعادلات » تجد وجود حل‎ )١-1( والآن أفرض أن المبرهنة صحيحة إلى‎ 
r-1 
ولإثبات صحة المبرهنة إلى امن المعادلات»‎ .× > © mod )[ [ 8: وحيد‎ 
i=! 


r~ 
.ن‎ x= a, (mod n,) و‎ x= c mod )[ [ ٥;( لاح طن‎ 
دز‎ 
r-1 r-1 ٠ 
ره [[) .إذايوجد حل وحيد قياس 12 ]2-11 حسب‎ ,1,( =1 
i=1 i=1 


. )۳-٤-۳( مبرهنة‎ 


التطايقاوته 





١) 5 
حل النظام‎ 
x = 2 (mod 3) ۰۰۰ )17( 
x = 3 (mod 5) ۰۰۰ )18( ۰۰۰)[( 
x = 2 (mod 7) ۰۰۰ )19( 
: الحل‎ 


بما أن 3,7(=1) = (5,7) = (3,5) . إذأ يوجد للنظام (1) حل وحيد قياس 
ا (105= 7 ×3×5) » حسب مبرهنة الباقي الصينية . ولإيجاد ذلك الحل » 
لاحظ أن 
)20( ... مع" , ع+2+3 -ع > )3 (mod‏ 2 ددع 
وبالتعويض في (18) ينتج أن (5 00) 2+38-3 » ومنها نجد أن 
(5 204 )1 +3 » وعليه فإن و67 2= ' ۲3 »وبالتالي فإن 
(5 2)200 > + » وعليه فإن 5+4 + 2 -+ ٤7 ٠‏ )1 » وبالتعويض في (20) 
ينتج أن 
(21)... 54 + 8 - ير 
ومن (19) » (21) نجد أن 
15t = -6 (mod 7)‏ ج-(7 8+15t =2(mod‏ 
t =1 )mod 7)‏ ج )7 5t = -2 = 5)mod‏ 2= 
وعليه فإن 750 +1 -1 ٠»‏ 7ء" » وبالتعويض في (21) ينتج أن 
x = 23 +105m 2 x =23 mod )105(‏ 
مثال ١١(‏ 
أوجد أصغر عدد صحيح موجب إذا قسم على 2 كان الباقي 3 » وإذا قسم على 5 
كان الباقي 2 › وإذا قسم على 3 كان الباقي 5 » وإذا قسم على 7 كان الباقي 11 . 


1۰۲ 


التطابقاتهم 


: الحل‎ 
بما أن‎ 
x =3 (mod 2) ... )22( 
x =2 (mod 5) ... )23( 
x = 5 (mod 3) ... )24( 
x =11 (mod 7) 1 ..)25( 


و 1 6 = (3,7) = (5,7) = (5,3) = (2,5 ) = (2,3) = (2,5) › إذا يوجد 
حل وحيد للنظام أعلاه (210) ۳04 ,× = × » ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن 
3IreZ:x=3+2r ... (26)‏ ج x=3 (mod2)‏ 

وبالتعويض في (23) ينتج ان 

3 + 2r > 2(mod 5) 3> 2r = -1)00 5) > + > 2 (mod 5) 


3IteZ : r=2+5 ... )26( 
ومن (27) » (26) ينتج أن‎ 
x=7+10t ... )28( 


ومن (28) » (24) ينتج أن 
7+10t= 5(mod 3) > 10t = -2(mod 3) + 10t =1 (mod 3)‏ 
1+595-] : 2ع 3 ج )3 (mod‏ 1 2 اج 


وبالتعويض في (28) ينتج أن 
(29)... 368+ 2-17 


ومن (29) ٠‏ (25) ينتج أن 

)7 مر لكر ا 
,22142و جه 

وعليه فإن 54+78 . ٠672‏ » وبالتعويض في (29) ينتج أن 

0 + 137= × » وعليه فإن (210 137)2000->2 . إذا أصغر عدد 


صحيح موجب يحقق المطلوب هو 137 . 


١. 


التطايقانهم 


مثال (۱۲) : 

حل التطابق الخطي (42 17)500 13:2 

: الحل‎ 
' لاحظ أن‎ 
13x =17(mod 2) < x =1 (mod 2) ... )30( 
13x =17(mod 42) <+13x=17 (mod3) >> x =2 (mod3) ... )31( 
13x =17(mod 7) <> x =4 (mod 7) ... )32( 
لان‎ 


(mod 7) > 14x = x + 3 (mod 7)‏ 3= :13 ج> )7 13x =17(mod‏ 
¢40=x +3 (mod 7) + x =-3 (mod 7) © x =4(mod 7)‏ 
وحيث أن 1= (3,7) = (2,7) = (2,3) . إذأ للنظام أعلاه حل وحيد حسب 
مبرهنة الباقي الصينية » ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن 
(33) ... 2 +1-ع <« rEZ‏ 
ومن (31) » (33) ينتج أن 
te 7‏ ,2+3 دم > (mod3)‏ 2 دم 
وبالتعويض في (33) » نجد أن 
X= 5 + 61 ... )34(‏ 
ومن (34) » (32) » نجد أن 
ك7 »ع2 , t=1+7n‏ ج t=1 (mod7)‏ 
وبالتعويض في (34) ينتج أن + 11= ×» وعليه فان (42 2200) 211 × . 


وأخيراً إلى دراسة التطابق الخطي بمتغيريين والمبرهنة الآتية . 


ميرهنة 5-4-7 : يكون للتطابق الخطي 
ax + by= c(mod n) ... )35(‏ 
حلا إذأ وإذا فقط كان 41١6©‏ حيث (2,ط,8) -4 . 


٠١54 








التطايقام 








بما أن ax + by =c (mod n) © by = » - ax (mod n)‏ ووم ل 
للتطابق الخطي (35) » إذأ وإذا ققط كان (×ه - ١)٥‏ (۸,ط) حسب 
براه 2 لکن 
ax = c mod (b,n) ... )36(‏ ج (b,n) \(c — ax)‏ 

, وبتطبيق مبرهنة )١-4-8(‏ مرة أخرى نجد أن للتطابق (36) حل إذأ وإذا فقط 
كان ؟١((3,)6,2)‏ . لكن 0 =(د۸,ط,ه) =((م,ط),4) . إذاً للتطابق الخطي 
(35) حل إذاً وإذا فقط كان 4١0‏ . 





مثال (۱۳) : 
حل التطابق الخطي 
5x + 7y =11 (mod 9) ... )37(‏ 
الحل : 
بما أن 5,7,9(=1) . إذا يوجد حل للتطسابق الخطي (37) حسب 
مبرهنة (0-4-57) . ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن 
7y )mod9) = 2 + 2y )mod9)‏ -11 > <5 . لکن (9 72200) 0= 18+18y‏ 
إذا (2009) 5x =2+2y+18+18y‏ وعليه فإن (2009) 5x = 20+ 20y‏ 
لكن 5,9(=1) . إذا (۳09)ر4+4 <= × . لكن أي قيمة من قيم و7 »© ل 
تعطي قيمة إلى و2 > × . إذا مجموعة الحلول غير المتطابقة للتطابق الخطي 
(37) هي 


s= ))4+ 4y, (| (و2»ع لا‎ 
= {(4,0) , )8,1( , (3,2) , (7,3) , (2,4) , )6,5( , (1,6) , )7,7( ,)0,8(( 


التقطابقايته 





0 


تسيارين 

: أوجد مجموعة الحل لكل من التطابقات الخطية الآتية‎ )١( 
8x = 3 (mod 27) )ب(‎ < 3x = 4 (mod 5) (Î) 
64x = 83 (mod 105) (3) «< 20x =30 (mod 4) )ج(‎ 
14x =18 (mod 24) (و)‎ ٠ 152 24 (mod 35) (ه)‎ 

(؟) حل كلا من الأنظمة الآتية : 


x =8 (mod 9) )ب(‎ « x54 (mod 6) () 
Xx = 2 (mod 3) x =13 (mod 15) 
x =2 (mod 15) )د(‎ › ×=7 )mod 21( (ج)‎ 
x = 7 (mod 16) x =3 (mod 8) 
: حل كلا من الأنظمة الآتية‎ )9( 
x =2 (mod 6) x =1 (mod 11) 
x=4 (mod 11) (ب)‎ 2 x=1 (mod 6) (i) 
x =3 (mod 17) x =3 (mod 7) 
x =3 (mod 10) x =7 (mod 9) 
x=11 (mod 13) (} ,. x=10 (mod 4 (ج)‎ 
x =15 (mod 17) x=] (mod 7) 
2x =1 (mod 5) x = 2 (mod 5) 
3x =9 (mod 6) x =3 (mod 7) 
6 © لقا او وو‎ 
5x =9 (mod 11) x = 5 (mod 11) 


(4) أوجد أصغر عدد صحيح إذا قسم على 3 كان الباقي 1 ء وإذا قسم على 4 
كان الباقي 2 » وإذا قسم على 5 كان الباقي 3 . 


التطابقايته 

بإستخدام مبرهنة الباقي الصينية » أوجد حل كل من التطابقات الخطية الآتية 
7x=1 (mod 180) )(‏ « (ب) (165 8x = 7 )mod‏ 
برهن على وجود حل للنظام : 

x =a, (mod n, ) 

x =a, (mod (يط‎ 

x =a, (mod n,) 
لكل نز حيث إكز>1ك1ء ثم‎ )١;,١ر(‎ ١ )28, - 8,( إذأ وإذا فقط كان‎ 
× = ×, )7200 أثبت أنه إذا كان ذلك الحل موجوداً فإنه على الشكل (ص‎ 


#» 


m = [n, „٠۰,0, | حيت‎ 


x =8 (mod 9) (Î)‏ 1 )ب( )6 (mod‏ 4 دع 
x =13 (mod 15) x =2 (mod 3)‏ 

x = 8 (mod 14) x = 5 (mod 7) 

x =1 (mod 7) 


" Euler and Fermat Theorems “جه : ' مبرهنتي أويلر وفيرما‎ 


يعرف الصينيون قبل أكثر من 2000 سنة بأن (2 - 2) يقبل القسمة على م 


لأي عدد أولي م ٠‏ وقد عمم فيرما تلك الحقيقة بدون إثبات عام ٠54١م‏ إلى ما 
يسمى مبرهنة فيرما الصغيرة "1160117 111116 1611815 " والتي تنص على 
أن " إذا كان ۾ عدداً صحيحاً لا يقبل القسمة على العدد الأولي م. فإن (1- "ه) 
يقبل القسمة على م ' . 


1۰۷ 


التطابقاءته 
وقد حصل الألماني ليبنز )١7١-١71557(‏ على نفس النتيجة وأثبتها بالأستقراء 


الرياضي سنة 587١م‏ 'ولم ينشر البرهان". أما أول إثبات منشور لتلك المبرهنة 


وسنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة تلك المبرهنتين وبعض تطبيقاتهما . 
ميرهنة *-ه- Euler's Theorem " : ١‏ " 
إذا گے وا فا ر زک a‏ »ع 1= )a,n(‏ فان 


. a” =1 (mod n) 


البرهان : 
يدن ةا = R‏ نظام بواقي مختزل قياس ١‏ . إذا 
ام أ = ۸ه نظام بواقي مختزل قياس 7 حسب مبرهنة (5-7-5) » 
كما أن (0)8 = |۵8| = |۸| . وعليه فإن كل عنصر من عناصر 38 يطابق 


عنصراً وحيداً من عناصر 8 » وبالتالي فإن 
¢(n) (n)‏ 
])a( = [ ]5 )mod „(‏ [ › وعليه فإن 
i=l i=l‏ 
(n) (n)‏ 
r; = ]] : (mod n)‏ ]] 2 . لکن 
دز دز 
: ))4 
(rn) =1‏ لكل Isis 0(n)‏ . إذا ([[r,n=1‏ 
i-1‏ 





مبرهنة (۲-١-٩/أ)‏ » وعليه فإن (50002) 1= ”4 حسب نتيجة 


مبرهنة )4-١-9(‏ : 
لا 


نتيجة )١(‏ : " مبرهنة فيرما الصفرى Fermat's Little Theorem‏ " 
إذا كان م عدداً أولياً وكان 4٤7‏ و 12م » فإن (م 00) 1= "4 . 


۰۸ 








التطايقابته 


بما أن 18م . إذآ 1-(م,8) » وعليه فإن (م 200) 1= 240 حسب 
مبرهنة أويلر . لكن 
|(1-م,::,1,2,3) sp: (m,p)=1}|=|‏ مرك 2|1 (me‏ |= (م)ن 


. a" =1 )mod إذا (م‎ 


إذا كان م عدداً أولياً فإن (م dمص)‏ 2ع ”2 . 


0 


أما 2١م‏ أو هلم . إذا كان ١2‏ م فإن (م 0)200 2 ٠‏ وعليه فإن 
(م 00204 > ”2 حسب نتيجة مبرهنة )0-١-8(‏ . وبالتالي فإن 22 ”4 . 
أما إذا كان 58م » فإن (م 0204 1= 4 حسب مبرهنة فيرما » ومنها نجد 
أن (م 2)200 = ”4 حسب مبرهنة (۳-١-۳د)‏ . 


0 
نتيجة (") : 
إذا كان 1= (۸,ھ) » فإن 4 معكوس ضربي للعدد الصحيح 8 قياس 1١‏ . 
البرهان : 
بماأن 1 (ه,ية) . إذا (م 4مص) 1= "*ه . وعليهف إن 
(2 204) 1= 202927 » ومنها نجد أن 277 معكوس ضربي للعدد 2 
قياس 1 . 
9 


نتيجة )٤(‏ : 
إذا كان 1-(8,2) » فإن الحل الوحيد للتطابق (2 dإمص)‏ ا > ×4 هو 
b (mod n)‏ 50ج دعر , 
۰۹ 


التطابقاته 

البرهان : 
بما أن 1(=1,ھ) . إا الحل الوحيد للتطابق الخطي (2 200) ا 2غج هو 
(mod n)‏ دير حسب مبرهنة (9-: )١-‏ . لکن ٦ے‏ ے a‏ حسب 


نتيجة (۳) . إذا الحل الوحيد هو (۸ dأمص)‏ ط. 0(27*ج < ير . 








نتيجة (5) : 


إا كان 1->(1,2- 8) -(8,2) » فإن 
1+a +a” +...+ a"! = 0 (mod n)‏ . 


البرهان : 
بما أن 1- (8,2) . إذأ (2 204) 1= "*ه حسب مبرهنة أويلر . لكن 
a” -1- (a-1) (a +...+a” +a +1)‏ و a*” -1=0(mod n)‏ 
إذا («odص0)m=‏ (1+ a” +a‏ + ...+ 7 أج) (4-1) . لکن 1=( )a-1,‏ 
إذاً (0)04 > (1+ +a‏ 2ع +... + ""*4) حسب نتيجة مبرهنة 
)4-١-0(‏ . 
لا 
عكس مبرهنة فيرما ليس صحيحاً . أي أنه إذا كان 1=(م,ه) 
(م 200) 1= !”3 فقد لا يكون م عدداً أولياً كما يوضح ذلك المثال الآتي : 
(4 1)04 > 5 و 1 - (5,4) بينما 4 ليس أولياً . 
والآن إلى بعض التطبيقات والمبرهنة الآتية . 
مبر هنة ۲-١-٣‏ : 
إذا كان .م عددين أوليين مختلفين وكان (0 2)000 = ”ج » 


(م a" = a)mod‏ » فإن (0م 200 )2 ع a‏ . 
0 











التطايقانتهم 





بما أن (م 5200) 24 > ”(ه4) حسب نتيجة )١(‏ من مبرهنة أويلر » وبما أن 
(م 0 ص)ھ = 34 بالفرض . إذاً (م a" = a(mod‏ . 
وبنفس الطريقة يمكن أن نبرهن على أن ( 204)ة 2 ه . إذا 
(0م 2)2200 = ج حسب نتيجة (۲) مبرهنة )۸-١-۲(‏ . 


والآن إلى الأمثلة الآتية 
مثال )١(‏ : 
أثبت أن (1729 2)0200 - ”2 . 
الاثبات : 
بما أن 1729=7×13×19 . إذا إذا كان 1 > (8,19) = (13,۾) = (4,7) ء 
فإن (20013) 1= 232 , (7 =1)m0419( » 26 =1)mod‏ ۾ حسب 
مبرهنة فيرما . وعليه فإن (1729) 700 1ع قلج. 6.212 وهذا يعني أن 
(200)1729 2 = 236 حسب مبرهنة )1-١-9(‏ » إذآأ (00)1729 8 ج 
حسب مبرهنة (۳-١-۳د)‏ . 
مثال (؟) : 
الحل : 
ببانن 1 (5,8) . إذا "5= 51 .لمن 0)8(=4. إذاً 
5- 53- 57 لكن (8 200) 5 2 125 . إذا 5=( 4مم) !”5 . 
مثال (") : 
حل التطابق الخطي (77008) 325 . 





التطابقاءته 


الحل : 
بما أن 1-(3,8) . إذا الحل والوحيد للتطابق (8 32505200 هو 
(8 لمم) 5 . 3*9 دعر . لكن 4 -(0)8 . إذا 8 00 233-05 . لكن 
(8 04م) 7= 135 - 305 . إذأ (8 04ص) 7 = × حل للتطابق المعطى . 
مثال )٤(‏ : 
أوجد باقي قسمة 39 على 5 . 
الحل : 
بما أن 1= (3,5) . إذأ (5 004) 1= “3 حسب مبرهنة فيرما » وعليه فإن 
(5 200 ) 1= 3436 - ®'(“3) » ومنها نجد أن (5 إمص) 1× 3 = 3 × 3436 
حسب مبرهنة (۳-۱-۳د) . إذ (5 إمص) 27 = 3439 . لکن (5 00) 2= 27 
إذاً (5 04ص) 2= 3 » وعليه فإن باقي قسمة 3 على 5 يساوي 2 . 
مثال (5) : 
أوجد باقي قسمة *1234(*765434) على 11 . 
الحل : 
بما أن (2)20011 -(2-1)+(12342)4-3 حسب مبرهنة 
(-1-7ه) . إذا 
(mod 11) ...)1(‏ 4 == ل E‏ . لكن 
1 -(2,11) . إذأ (0411ه) 1= 2 حسب مبرهنة فيرما . لكقن 
876543«210+4 = 8765434 . إذا 
24 ا ت 24 ا 0 2 - 4 2 ا لد 8 إن 
1)2*))mod 11(‏ = 25765434 . لکن (11 0مم) 5 242 . إذا 
(mod 11) ...)2(‏ 5ع 28765434 
ومن (1) » (2) ينتج أن (0011) 5= 1234(*044) » وعليه فإن باقي 
القسمَة ارق 5 ؛ 


التطابقاءته 


مثال (6) : 
أوجد مرتبي الآحاد والعشرات للعدد “(23) . 
الحل : 
لإيجاد مرتبي الآحاد والعشرات نوجد باقي قسمة العدد على 100 » ولإيجاد ذلك » 
لاحظ أن 1-(100,23) ٠‏ 40 -(0)100 . إذا (0100مص) 1= 23(4) 
حسب مبرهنة أويلر . وعليه فإن (23(17-1)500100) وهذا يعني أن 
(mod 100) Î . (23) =1 (mod 100)‏ )23( = 23(2)س 23(440) 
حسب مبرهنة (۳-۱-۳د) » وعليه فإن (100 2200) (23) = ”(23) . لکن 
29)mod 100(‏ = 529 = 23(2) . إذاً (0100مم)29 = “(23) › وعليه 
فإن مرتبي الآحاد والعشرات هما 9 » 2 على التوالي . 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي توضح الشوط التي يجب توفرها ليكون عكس 
رة وتا ضا 
مبرهنة 7-5-1 : ' عكس مبرهنة فيرما " 
إذا كان 2 < م2 وكان (2 0dص)‏ 1= a‏ لكل 1>52>12-1 . فإن 1 
عدد أولي . 
البرهان : 
ببانن (002م) 1= "جو كت ل 1 - 0 > ع >1 ijl.‏ 
(2 200) 1= ج.*"2 لكل 2-1 > 8 >1 ٠»‏ وعليه فإن للعنصر ۾ معكوس 
ضربي هو "4 » وبالتالي فإن 1-(8,2) لكل 1>85>12-1 حسب 
نتيجة (۲) مبرهنة )١-٤-۳(‏ . والآن إذا كان م عددا غير أولي > فإن 2-260 › 
2 >2 >1 ۰ 1>18>12 حسب مبرهنة )١-7-15(‏ » وعليه فإن 1< 28 - (8,2) 


وهذا يناقض كون 1= (8,2) . إذاً ه عدد أولي . 
ÛU 1‏ 








التطايقاهم 


نستنج من مبرهنة فيرما ومبرهنة (*“-5-") أن 2 عدد أولي إذأ وإذا فقط كان 
a" ' = 1)mod n(‏ لكل (م 0مم)0 2 a‏ . 
ونستنج من مبرهنة )۳-١-۳(‏ أنه إذا كان (۸ لمص)#1 ”2 » فإن " 
ليس أوليا . 
مثال (7) : 
(أ) 8 عدد غير أولي » لأن (8 500) #1 2 » 1>2>7. 
(ب) 323 ليس أولياً › لأن (323 21)00 2322 . 
(ج) إذا كان 
3 0-0 
فإن ۸ ليس أوليا لأن (27200) £1 "2 . 
ولمزيد من التطبيقات نورد الآتي : 
تعريف ١-ه-١‏ : 
يقال عن عدد صحيح مؤلف موجب 7 أنه شبه أولي (25610001152) بالنسبة 
للأساس “2 2 » إذا كان (52 8200) 1= "هھ . 
مثال (۲) : 
1 شبه أولي للأساس 2 . 
بما أن 341-1131 و 1-(2,31)-(2,11) . إذا 
)m0411(‏ 1= 2° ج (4 )mod‏ 1= 25 
)mod 31(‏ 1= 2347 ج(31 (mod‏ 1= 2° 
)mod 31(‏ 23022197 ج 
لكن (31 04ص) 1= 2 . إذا (0431ص) 1= “2 »وعليه فإن 
m04)11×31(‏ 1= “2 .أي أن (341 0۵ص) 1= 2 » وعليه فإن 
1 عدد شبه أولي . 


التطايقاءتم 


طريقة أخرى : بماأن (1)00431- !2 و (411مص) 1ح 25 .إا 
)m0411(‏ 1= ”2 » وعليه فإن (00011) 2 2312 .٠‏ وبالتالي فإن 
(00)1131 2 = 231 حسب مبرهنة )۲-٥-۳(‏ . إذا (00341) 204122 
لكن 1= (2,341) . إذأ (00341ص) 1= “2 »وعليه فإن 341 عدد شبه أولي . 
مثال (۳) : 
5 شبه أولي للأساس 2 . 
الإثبات : بما أن 
3 × 5 × - 645 › 1= (2,43) = (3,5) = (2,3) . إذا 
)mod 43(‏ 1= '(*2) = 2° ججح (43 إmo)‏ 1ع 242 
)m0d3(‏ 1= “2 جد )3 )mod‏ 1= ”2 
وعليه فإن (43 ×3) 000 1= 2630.214 - 2 . لکن (5005) 1= 24 . 
إذأ (5 لمص) 1= '24(16) = “2 ء وعليه فإن (5 ×43 ×3) 0ممم 1= 2614 
أي أن (645 00<) 1= “2 » وعليه فإن 645 عدد شبه أولي . 


والآن إلى المبرهنة الآتية : 


مبرهنة -ه-4 : 
يوجد عدد لا نهائي من الأعداد شبه الأولية لأي أساس أكبر من الواحد . 
البر هان : 
ليكن 1< و ص أي عدد أولي فردي لا يقسم (1- 4)4 » وليكن 
a” -1_ 6" -1( )a" +‏ 
a? -1 a-1l a+]‏ 
كما أن (4 + -a” =a)" -1()a”‏ 228 (1- م) (82-1) . لكن 3,27 


ران متها أو وك مويه + ه2187 : لكنن 1= عدد زوحسي + إذا 


0 


(1- 4) يقبل القسمة على 8 وعلى (82-1) . لكن (82-1) لا يقبل 


. إا م عدد مؤلف‎ . n= 








التطابقانته 


القسمة على م بالفرض . إذا (8”7-1) يقبل القسمة على (82-1)م »2 
وبالتالي فإن (2-1) (1- ”ه) يقبل القسمة على (20)85-1 ٠»‏ وعليه فإن 
(1)8-1م2 . إذأً يوجد 67+ بحيث أن :م2 +1= ١‏ » وعليه فإن 
n )a” -1( =1)mod n)‏ + 1= 275 ء ومنها نجد أن (1)0002 2 "و = ' a"‏ 
وعليه فإن © عدد شبه أولي للأساس 2 . 
2 لا 
وأخيرا إلى دراسة أعداد كارمايكل . 
تعريف !-٥-۳‏ : 
يقال عن مؤلف صحيح موجب ١‏ أنه عدد كارمايكل › إذا كان 
(م )mod‏ 1= 2*3 لكل 7» 2 › 1 (طيه) . 
مثال )٤(‏ : 
1 عدد كارمايكل . 
الحل : 
بما أن 561=3×11×17 . إذاأً إذا كان >8 و )a,17(=1‏ -(3,11) = (3,3) 
فإن (1)2003- )m0417( ›» 25 =1 )m0411( › a”‏ 1= 25 حسب 
مبرهنة فيرما › وعليهفإن (3 04ص) 1= )4( = 0 
)a' °)“ =1 )m0d 11(‏ = ةج › (17 04 mص)‏ 1= 15(35ج) = ھ ء وبالتالي 
فإن (3×11×17) 0ص 1= هھ وهذا يعني أن (561) أهص 1= ھ4 › 
وعليه فان 561 عدد كارمايكل . 
لا 
مثال (5) : 
9 عدد كارمايكل . 
الحل : 
بما أن 71319 -1729 . إذا إذا كان 27 › 1- (8,19) = =(a,13(‏ (3,7) 
فإن 


التطابقاءت 


(0007) 1= 5(235و) = a”‏ ج )m047(‏ 1= 0ج 
)m 0d 13(‏ 1= 12(144و) = a‏ ج-(13 a” =1 (mod‏ 
a'””* = (a )* =1 (mod 19)‏ جد(19 (mod‏ 1= قأج 
وعليه فإن (7×13×19) 04" 2125-1 وهذا يعني أن (22001728) 1= 28ج 
وعليه فإن 1729 عدد كارمايكل . 
ملاحظة 3 
يوجد عدد لا نهائي من أعداد كارمايكل أصغرها 561 ولإثبات ذلك أنظر 
Ann.Math.139,703 - 722 (1994)‏ . 





تمارين 

. 3“ أوجد مرتبة آحاد العدد‎ )١( 

(۲) أثبت أن (043ص) 1= ”2 › (mod15(‏ 1= ”2 « (415مص) 1= "2 
لكل 1<1 . 

9) إذاكان 2,57 » 58م ء 5١م‏ ء فأثبت أن : 
(mod p) > a = b (mod p) (Î)‏ ”5ع a”‏ . 
)ب( a = bP (mod p) > a" = bP (mod p”)‏ . 
" ملاحظة : أستخدم (أ) تجد أن "م +ط=ه » 7ع » وعليه فإن 
”م - "("م + ) = ”ط - ”3 ء ثم اثبت أن ”6 - ("م + 0) يقبل القسمة 
على 7م . 

: حل كلا مما يأتي‎ )٤( 
3x =17 (mod 29) )ب(‎ ٠. 2x=1(mod31) (أ)‎ 

(ه) إذا كان م عددا أوليا فرديا » فأثبت أن : 
(أ) (ملمص)1- = 1P7" + 25-1 + 3P1 +... +)p -1(P'‏ 


التطابقاءته 





(ب) (م 0)mod‏ = ”(1- م) + ...+ 2°+ 1° 


اظ أ 1 2-2 م +... +2 +1 . 


(5) لذا کان 1-(2رص) ء فأثبت أن (2م odص)‏ 1= ™*م + n°‏ 

(۷) إذاكان ,م عددين أولين مختلفين وكان )0-1(١)4-1(‏ » 
1 -(وصم,ة) » فأثبت أن (9م 200 1= a"‏ 

(۸) إذاكان 1-(8,35) » فأثبت أن (35 200) 1ع 2 

(9) إذاكان 1-(8,42) » فأثبت أن (1- 1681١)86‏ . 

. إذا كان 1= (133,ط) = (8,133) » فاثبت أن (*61- 5#أ1331)8‎ )٠١( 

. 13 أوجد باقي قسمة ”!(28) على‎ )١١( 

. mn€Z* «< aé& 7 لكل‎ a" = a" )mod 3) أثبت أن‎ )۱۲( 

. 2 عدد شبه أولي للأساس‎ 4080 ٠ 1905 ٠» 1105 أثبت أن كلا من‎ )1١( 

(15) أثبت أن كلا من 2730 ١‏ 6601 عدد كارمايكل . 


(15) إذا كان م عدداً أوليا » فأثبت أن (م dأمص)‏ ”6+ ”ه - ”(5+ 8) . 


1-۳_: مبرهنة ابن الهيثم ' ولسن " 
جون ولسن (١٤۷١-۱۷۹۳م)‏ رياضي إنجليزي تنسب له المبرهنة الآتيية : 
إذا كان م عدداً أولياً » فإن (م 007200 = 1+!(1- م) والتي نشرت بدون 
برهان من قبل الرياضي الإنجليزي إدوارد وارنغ (٤۱۷۸۹-۱۷۳١م)‏ 
عام ١۷۷٠م‏ ويجمع الكل على أن كلا من ولسن وورارنغ لا يمتلك برهاناً » لكن 
الفرنسي لاجرانح (١۷۳٠-١٠۱۸١م)‏ أثبت تلك المبرهنة عام ١۱۷۷م‏ بطريقتين 
إحداهما مباشرة والأخرى تقوم على استنتاج مبرهنة ولسن من مبرهنة فيرما . 


التطابقاتتهم 


وبدراسة أعمال الرياضي والفيزيائي والفيلسوف الألماني ليبتر 
(5-15545١17م)‏ وجدت.صيغة مكافئة وبدون إثبات لمبرهنة ولسن وهي : 
إذا كان م عدداً أولياً » فإن (م 000) =1+!(2-م) . 

وة اعمال الرياضحىي و افير يتاي العشهين لسن بن الهيم 
(50-956١٠م)‏ تبين [5 » ]۲۷۰٥-۲۹۸‏ أو [ ۳» ۷۱-۷۰[ أنه قد قدم أثناء حله 
للنظام الآتي :(,72 500) 1 >< ٠‏ (م 200) 0 × حيث م عدد أولي و 
(1-م) > :تم >1 ء ما يعرف الآن بمبرهنة ولسن كقضية تعبر بدقة عن 
خاصية تمتاز بها الأعداد الأولية » وبالصيغة الآتية : إذا كان م عدداً أولياً » فإن 
[1 + (1- م) ٠٠٠×‏ ×3 × 2] يقبل القسمة على م » وإذا قسمنا هذا المجموع على 
أي من الأعداد (1- م),٠٠٠,2,3‏ لكان الباقي واحد . 

من الواضح أن هذه المبرهنة تعطي حلأ للنظام أعلاه » وهذا يعني أن 
1+!(1-م) = × تحقق معادلتي النظام أعلاه . 

لاحظ أن ابن الهيثم برهن على وجود حل أو عدة حلول للنظام أعلاه 
بطريقتين » وما يهمنا هنا هو إثباته لما يسمى مبرهنة ولسن . وسنقدم برهان ابن 
الهيثم بعد أعادة صياغته » ثم نعطي برهان لاجرانج لتلك المبرهنة ثم نشت عكس 
تلك المبرهنة . ش 


#6 . 


مبرهنة “-1-5 : " مبرهنة ابن الهيثم " 
إذا كان م عدداً أولياً » فإن (م (mod‏ 0= 1ج! (p-1‏ . 
البرهان : " ابن الهيثم " 
لتكن ace A= {1,2,--“,(p—1)}‏ سنبر هن على وجود عنصر وحيد 
beA‏ بحيث أن (م 1)00 302 » لإثبات ذلك لاحظ أن 1-(م,3) يعني 


وجود عددين صحيحين ,× بحيث أن 1= رم + ×ه . إذا (م ax =1 (mod‏ 


التطايقانهم 

وإذا كان ط باقي القسمة × على م فإن طا وحيد » وأن 4 >6 ويحقق العلاقة 
(م 1)200 > 26 لكن 3,5 قد يكونان متساويين وفي هذه الحالة نجد أن 
(م 204 )1ع ”۾ » A‏ ٤ه‏ يعني أن (م 1)000 >3 أو (م a=-1(mod‏ 
إا 2-1 أو 1 -م - » وعليه فإن لكل ٤۸‏ ه بحيث أن 2*1 »2 
22-1 يوجد ۸ ٤ا‏ » 4+( بحيث أن (م لهص)1= هھ › وهذا يعني 
أنه بعد ضرب كل عنصر من عناصر المجموعة [2-ص,.٠-,2,3)‏ في 
معكوسة » نجد أن (م 200 )1 2 (2 -م) 203.00 تسبح كطاقن 
(م )mod‏ 1 - م > (1 - م) (2 - م) :2:3 »ومنھ انج د أن 
(م !=p-1(mod‏ (1-م). اق سن (م p =0 (mod‏ . إذا 
(م 04 )1- >1 - م ء وعليه فإن (م 1)00- -! (1 - م) ٠»‏ وهذا يعني أن 
(م (p-1)!+1= 0(mod‏ . 

U 

برهان لاجرانج : 

بما أن (م 200 ) × = × حسب مبرهنة فيرما . إذا )mod P(‏ 1= "× لكل 
([1- م,1,2,00! - 4 ءا » وعليه فإن (م dمص)‏ 1=0- "× لكل 
A‏ ء × » وبالتالي فإن (م00م) 0[ (1-م) x" -1=)x-1( )6- 2(٠١:2-‏ 
وبمقارنة المعاملات نجد أن معامل الحد الخالي من × في الطرفين هو 
(م (mod‏ (1 - م) (1-) 0 (3-) (2-) (1-) 12- › وعايه ف إن 
(م (mod‏ 1-=!)1- م) ' ”(1-) . 
فإذا كان 2 -م » فإن (2 1)8200- 12 . أما إذا كان م عددا فردياً > فان 
(0-1) عدد زوجي ؛ وعليه فإن 1= '”(1-) » وبالتالي فإن 
(م )mod‏ 1- >! (1 - م) . إذا (م 4مص) 150+!(1-م) لأى عد 
أولي م . 


لا 


)لطا بقاوتے 





مبرهنة 5-5-1 : " عكس مبرهنة ابن الهيثم " 
إذا كان 2 عدداً موجباً » وكان (ه 204 ) 0 =1+!(1- م) » فإن 0 عدد أولي . 
نفرض أن (0002) 0 =1+! (8-1) . لکن 2 ليست أوليا . إذا يوجد عدد 
أولي م بحيث أن 5١2‏ حسب مبرهنة (۲-۲-٠٤أ)‏ » وعليه فإن ۸ > م وبالتالي 
فإن !(2-1)١م‏ »وهذايعني أن (م 200) 0 >! (0-1) . لكقن 
(ه )n-1(!+1 =0 )mod‏ و هام . إذا (م )n-1(!= 0 )mod‏ › عليه 


فإن (م 2200) 0 =1 وهذا غير ممكن . إذأً م عدد أولي 
لا 


د ١‏ مثال )١(‏ : : 
أوجد باقي قسمة !96 على 97 . 
بما أن 97 عدد أولي . إذاً (1)0497->-!(97-1) حسب مبرهنة ابن 
الهيثم » وعليه فإن (200497) 1- -! 96 . لكن (20097) 1-= 96 . إذا 
(20497) 96 =! 96 » وعليه فإن باقي قسمة !96 على 97 يساوي 96 . 
مثال )١(‏ : 
إذا كان م عدداً أولياً > 7 2 ء فأثبت أن (م أهص) 0= 4 !(1- م) + a”‏ . 
بما أن (م1(!5-1)200-م) حسب مبرهنة ابن الهيش . إذا 
(م 2200) 8- > ه !(1-م) حسب مبرهنة (۳-١-۳د)‏ » وعليه فإن 


(م )mod‏ ۾ - a"‏ = !(1 - م) + "2 حسب مبرهنة (۳-١-"ج)‏ . 


والآن إلى بعض تطبيقات مبرهنة ابن الهيثم والمبرهنة الآتية : 


التطابقالته 


ميرهنة 5-5-1 : 
إذا كان م عددا أولياً فردياً » فيوجد للتطابق (م 04) 0 1+ ”× حل إذاً إذا 
فقط كان (4 200) 1 > م . 


البرهان : 

نفرض أن 8 حل للتطابق (00) 0 -1+ ”× . إذآ (م 4م0م) 2-1 22 › 
p-1‏ ادم : 

وعليه فإن (م 200 ) 2 (1-)= 2 (82) 77ج .لكن وام . إذا 


(م 204) 1= ' ”2 حسب مبرهنة فيرما » وعليه فإن (م 200) 1 - CD7‏ 
لکن م عدد أولي فردي . إذأ (1- م) عدد زوجي » وعليه فإن 1= E‏ 
أو 1-- 3 . فإذا كان 1- = 02 فإن (م 5200) 1-1 - يعني 
أن 12م » ومتها تنجد أن 2= موهذا خلاف الفترض إذا 1سا E‏ 2 
وعليه فإن 1- ع وهذا يعني أن م عدد زوجي . إذأ يوجد 


2567 بحيث أن 20 - 





P‏ » وعليه فلن 4120 7-1 > وهذا يعني أن 


. 21م‎ (mod 4) 

ولإثبات العكس » لاحظ أن 

« p-1=-1(mod p) « (p=)!=1-2.. 2. P*"..«p-2) (p= 

mod p)‏ 2 ددسم م (mod p)‏ لحط_ داخم . إذا 

(م 272(8 . محظ...(1(.2.)2-)١1‏ -! (1-م) » وعليه فإن 
1- 


(م (mod‏ *[! رضحم تود (1-م) . لكن (4 dەص)1=‏ م . إذا 


(67 سس سس سس ده 


التطابقات 





يوجد ٤7‏ ۳ بحيث أن 1=4۳- م » وعليه فإن د 2 > وبالتالي 
اعم 1- 

فإ 1= 2 )1-( (mod p) i.‏ ]! ]= (1-م) .لکن 

( 0dص)‏ 1-=!(1-مp)‏ حسب مبرهفة ابن الهيثمث . إا 


(م +1=0(mod‏ ا . فإزذاكان )=× ET‏ 


(م )mod‏ 1-0+ ”× › وعليه فإن الحم ديم حل للتطابق 
(م x” +120 (mod‏ . 


نتبجة : 
يوجد عدد لا نهائي من الأعداد الأولية التي على الشكل 1+ 48 . 
البرهان : 
نفرض وجود عدد منتهي الأعداد الأولية التي على الشكل 4١+1‏ وهي 
۽ ,ص ولنفرض أن 1+ 7(,م1[ [2) -8 . إذأ 1< 8 » عليه يوجد عدد 
i=l‏ 
أولي 2 بحيث أن 8 حسب مبرهنة (؟١-5-7])‏ » وعليه فإن 
r‏ 
(م 0)200 > ھ » ومنها ينتج أن [p;)” +1=0 (mod p)‏ [2) > وعليه فان 
i=l‏ 
م على الشكل 1+ 4١‏ حسب مبرهنة )۳-١-۳(‏ . لكن ,ص,٠٠٠,‏ ,ص هي جميع 
الأعداد الأولية على الشكل (1+ 48) . إذأ يوجد + >[ >1 بحيث أن رم -م » 


وعليه فإن ١2‏ رم . لکن '(:م] [2) ١‏ رم . إذا ١1‏ رم وهذا غير ممكن . إذا 
i=l‏ 


يوجد عدد لا نهائي من الأعداد الأولية التي على الشكل (1+ 45) . 
Û 5‏ 


0 


أ لټطا بجا وت 
مثال (۳) : 


حل التطابق (0013) 10+ ”× . 
الحل : 
بما أن (4 0204) 131 . إذا يوجد حل للتطابق أعلاه وههو 
(13 4مص) 5 =!6 دإ (لج2) = × . لاحظ أن (50013) 5=8-=× حل 
آخر لذلك التطابق . 
ملاحظة_: لحل التطابق 
)mod n) ...)1(‏ 0= +عرط + ax”‏ , 1= (مa,p)‏ › م عدد أولي فردي . 
لاحظ أن 1 - (م,48) . إذا 
ax? + bx +c =0 (mod n) > 4a(ax? + bx +c) = 0(mod p)‏ 
4a4”x” + 4a bx + 4ac = 0(mod Pp)‏ ج 
4a bx + b = b” - 4ac(mod Pp)‏ + 420 جد 
(2ax + b)” = b” - 4ac (mod Pp)‏ ج 
فإذا فرضنا أن + ×24 = ر › 430 - 55 = » فإن 
y7 = d(mod p) (2)‏ 
وإذا كان (م 2200) x,‏ = × حلا للعلاقة (1)ء فإن )مص y = 2ax, + b(mod‏ 
تحقق العلاقة (2) » وبالعكس إذا كان (م 200) رلا > ر حلأ للعلاقة (2) » فإن 
حل التطابق (م 605200 - رلا >2 يعطي حلا للتطابق (1) . 
إذأ وجود حل للتطابق (1) يكافئ وجود حل لتطابق خطي وحل للتطابق على 
الشكل (م x” = a(mod‏ . 
مثال )٤(‏ : 


حل التطابق (11 ل0ص) 0 22 + ×4- ”×3 . 


)لطا بقارت 


: الحل‎ 
3x2 - 4x + 2 =0 (mod 11) > 33x” - 4x + 2( = 0 (mod 11) 

9x -12x + 6 =0 )mod11(‏ ج 

)3x-2(” +220 )mo0411(‏ جه 

)m0411(‏ 9= 2-= ”(2- ×3) جه 

3x - 2 =3 )00 11( v 3x - 2 = -3)m 04 11(‏ ج 

+ 3x =5 (mod 11) v 3x =10(mod 11) 

(mod 11( v x 210:37 )mo4 11(‏ 5.33 دير جه 
لكن (20411) 4 = 3 = 3 حسب نتيجة (؟) من مبرهنة )١-٠-۳(‏ . إذا 


x = 5.37" =20=9(mod 11) v x =10۰4 = 40 = 4 (mod 11) 


مثال (5) : 
حل التطابق (13 ۳04) 0= 2 -32 + 2× . 
الحل : 
x? +3x-2 =0 (mod 13) > 4(x” + 3::- 2( =0 (mod 13)‏ 
(013مص) 4 = ”(3 + )2x‏ ج (13 200) 0 12-8 + ×4 ج 
2x +3 =2 )m0d 13( v 2x + 3= -2 )mod 13(‏ ج- 
(mod 13)‏ 8= 5- >2 ا )13 2x=-1 (mod‏ ج 
( لأن2,13(=1)) (413مص) 4 دعر x =6 (mod 13) v‏ جه 
تمارين 
) إذا كان م عددا أوليا » فأثبت أن (م 200) 2(!=1-م) . 
) أوجد باقي قسمة كلا من !100 » !99 على 101 . 
؟) أثبت أن (59 00م) 1= ”(!29) › بينما (61 00ص) 1- = ”(!30) . 
( (1- مام 
2 


إذا كان م عدداً ليا » فأثبت أن 


. (p~1)!= م‎ - 1 mod 





التطايقانهم 


(0) 


(0 


أوجد باقي قسمة !(2)34 على 37 . 

" لاحظ أن (م 5204) 1- =!(3- م)2 لكل عدد أولي م أكبر من 3" . 
أوجد عددين أوليين فرديين أقل من أو يساوي 17 بحيث 
(7م (mod‏ 1- د!(1 - م) . 

إذا كان م عددا أولياً فردياً و 20 عدداً صحيحاً موجباً »> ۴ > ص » فأثقبت 
أن (م (p~ m)!(m - 1)!= (-1)” (mod‏ . 


إذا كان م عددا أوليا:فودياً + فأفنت أن : 


+1 
E ا‎ (mod p) (Î) 
+1 
. 32 77 م)...62.‎ -17 59 (mod p) )ب(‎ 
m = م)-‎ -1) (mod لاحظ أن (م‎ ' 


(م 2()mod‏ -م):..1(”103:5-) 1(2-م) .22.4.6 " 

إذا كان (4 200) 3= م عدداً أولياً و (م 200) 0 = ۶ط + 22 » فأثبت 
أن (م dإمص)‏ 0= ط = هھ . ' لاحظ أنه إذا كان (م 0)000 2*4 » فإن 
1 >(م,8) ٠»‏ وعليه ويوجد 7٤ء‏ بحيث أن (م ac =1 (mod‏ . ثم 
أستخدم تلك العلاقة لمناقضة مبرهنة (5-9-") ' . 


)٠١(‏ حل كلا مما يأتي 


x” +120 (mod 37) )ب(‎ « x” +150 (mod 29) (أ)‎ 
4x” + x +45 0(mod 5) )د(‎ «x” + 7x +1050 (mod 11) )ج(‎ 
5x” - 6x +2 =0 (mod 17) (و)‎ « 722 - x +11(mod 7) (ه)‎ 


5x” +6 +1=0 (mod 23) (z)«3x + 5x -9 =0 (mod 13) (ز)‎ 


2K 2k f of of 2 4 


an 


الدوال العددية 


الفصل الراببع 
الدوال العددية Arithmetic Functions‏ 
تكمن أهمية الدوال العديدة في تطبيقاتها في العلوم الرياضية والفيزيائية 
والفلك » ويضم هذا الفصل خمسة بنود » ندرس فيها مفهوم الدالة العددية وخواصها 
ثم الدوال العددية الأساسية : مجموع وعدد قواسم عدد طبيعي ٠»‏ دالة أويلر » دالة 
موبيص ٠‏ دالة زيتا . 
٤-ا_:‏ تعاريف وخواص 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة مفهوم الدالة العددية » الدوال 
الضربية وخواصها . 
تعريف ١-١-4‏ : 
يقال عن دالة 8ج *7 : f‏ أنها دالة عددية ' 
(Arithmetic or number theoretic or numerical function)‏ « إذا 
كانت © > 8 » حيث [ )a +1ط|a,ط# R‏ =€ مجموعة الأعداد المركبة 





. (Complex numbers) 


مثال )١(‏ : 
{me Z*:1<m sn , (m,n) -1[ | ()‏ |= زم)ن دالة عددية . 
(ب) كل من N‏ ج g:7ع,؟۴‏ . حيث g(a) =log(a) « f(a)=a"‏ 
لكل ”7 ع جه دالة عددية . 
تعريف !-۱-٤‏ : 
يقال عن دالة عددية غير صفرية أتادالة.ضربية 
function)‏ icativeاmultip)‏ إذا كان )ab( = 1)38(١1)5(‏ ۴ لکل 
(a,b)=1 sa,be Z*‏ . 


الطذوال )لذ تة 


أما إذا كان (ط)۰۴(ھ)۴ = (طه) ۴ لكل Z*‏ © ط,ه فتسمى f‏ دالة ضربية كلياً 
أو تاش .(Totally or completely multiplicative function)‏ 
00 ْ 
(أ) *72 ج ۴:7 حيث "2 =(ه)۴ لكل +2 > 3 دالة ضربية كلياً » لأن 
a" ٠b" = f(a) f(b)‏ = "(طع) = (مة)# لكل “2 a,b ٤‏ . 
(ب) 1 ج ۴:7 حيث (3)ع0/ = (ه)۴ دالة عددية ليست ضربية » لأن 
f(ab) =log(ab)#log (a) ‘log (b) = 1)2(١1)(‏ . 
والآن إلى بعض خواص الدوال العددية . 
مبرهنة ١-١-٤‏ : 
إذا كانت + دالة ضربية » فإن 1= (۴)1 . 
بما أن * دالة ضربية بالفرض » إذا يوجد + 2 » بحيث أن 0 (4)3 
وعليه فإن /)8(١501(‏ = (1)301 = (۴)4 » ومنها نجد أن 1= (1)1 . 


عكس مبرهنة )١-١-4(‏ ليس صحيحاً كما يوضح ذلك المشال الآتي ٠:‏ 
لتكن “7 ج 7 :م حيث (0)م يساوي عدد طرق تجزئة العدد 2 
' يقال عن متتابعة ,2 > 00١0‏ > و28 > ,2 > 1 أنها تجزئة للعدد مء إذا 


كان ,م/<3 = 0 " . لاحظ أن 


i=l 
)2,3( =1 (1)م لكن م ليست دالة ضربية » لأن‎ =1 
11 = (6)م‎ = p2 x3) ¥ p(2) x p(3) = 23 = 6 


aD 





الدوال العددية 


: ۳-۱-٤ تعريف‎ 


(مجموعة قيم الدالة + لكل قواسم العدد ۾ ) - (2,1)0 
ال 


فمثلاً إذا كان 8 = ۾ › فإن (8) + (4)4 f(1)+f(2)+‏ = (577)0 
018 


مبرهنة 5-١-4‏ : 
إذا كانت ,۴ دالتين عدديتين » فإن (574)0(05(8)0- (7:5)0(8)0 
cla d\b‏ 


c\acd\b 
: اليرهان‎ 
ر, ,4 جميع قواسم العدد 6 . إذأ‎ ,.٠04, لتكن‎ 
7:1) (ريل)ع )!3 + (,ل)ع١٠ )!5 (ل)ع‎ +--+ SX f(c)g(d,) 
طكلعوء‎ 28 cla 2 
= 5!) [مل)ع +--+ (يل)ع + (,ل)ع]‎ 
cla 
= ¥ f(c)> 8(0) 
c\a d\b 
والآن لتكن ؟ دالة ضربية » 8-12 . إذا 4×3 =ه » 4,3(=1) » وعليه فإن‎ 
g12 = > f(O=fO+f2)+fG)+ f(4 + f(6) +£(12) 
d\12 
=f(-D+f2-D+fG-+f(4۰1+f(2-3)+f(4-3) 
= f(D-f(D+fO)-f(D+fG)-f(D+f(4)- f(1) + f(2) f(3)+f(4-fG) 
=[{fD-fD+fO-fO]+EO-f2+f2)-fOI+E- f+ F4): FG] 
- (| )1( + )3([ + (1)؟](4)؟ + [(3)؟ + (1)؟](2)‎ + 1)3(( 
- ])(+)3(+ (4([])1)؟‎ + 1)3([ 
= f(A) :5 1) - 2(4)- 20) 
d\4 d\3 


وعليه فإن ع دالة ضربية وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي : 


مبرهنة ۳-١-٤‏ : 
إذا كانت + دالة ضربية » فإن (۴)4/< = (4)ع دالة ضربية . 
d\a‏ 


الصوال العددية 


البرهان : 
نفرض أن *2» 8,5 ٠‏ 1-(38,5) . إذأ (5(1)0 -(00)ع . اکن 


d\ab 
ء٠4 بحيث أن‎ ٥,٥ إذاً يوجد عددان موجبان وحيدان‎ . 0185 » )a,ط(‎ =1 
حسب مبرهنة (۲-۳-۲) › وعليه فإن‎ )c,ع(=1‎ » d=ce » eb 
لکن ۴ دالة ضربية . إذا (۰۴)6(ء)۴=(ء٠)۴ » وعليه‎ . ع)aط(‎ = 5!*)©( 


cla 
e\b 
2 f(e)f(e) = >, F(e) .2,1)©2 فإن (۰۴)e(ء)۴ ,2 -(طه)ع .لکن‎ 
cla c\a e\b 6 
e\b e\b 
2 رد خرطمء‎ FZ OEE) إذا‎ . )١-1-4( حسب مبرهنة‎ 
a\c e\b 


وعليه فإن ع دالة ضربية . 





0 


تمسسارين 

)1( إذا كانت ع,۴ دالتين ضربيتين » 0 5 (8)ع لكل 7 © هھ » فأثبت أن كلا 
من 1۰8 › 1/8 دالة ضربية . 

)۲( إذا كانت + دالة ضربية وكان EZ‏ ,8, :ىوقو 3 2 1= (;4, 3) لكل 


r r e. 
ز # 1 » فأثبت بالاستقراء أن (,14)8] [ = (;4] [) ۴ . واستنتج من ذلك‎ 
i= i=} 


r r 
. 1)8(- [ بم أعداد أولية » فإن ( "م)4]‎ ٠ a= [ أنه إذا كان م[‎ 


i= = 


(۳) إذا كانت 
Inp n=p"‏ ْ 0000 
^A (n) =‏ 3 تسمى هذه الدالة دالة مانجولد 
0 0 


(01dعMan)‏ . فأثبت أن ۸ دالة ليست ضربية و (2)0/ - (0) ۸< . 
d\n‏ 


T۰ 


الدوال العددية 





)٤(‏ لتكن f‏ دالة معرفة كالآتي 
2 عددزوجي 0 
e‏ |= . ولتكن 7:60 =(4)ع . 
(أ) أثبت أن كلاً من ۴ » ع دالة ضربية . (ب) أحسب (16)ع ٠‏ (”2)ع . 
(ج) أحسب (81)ع ٠‏ (”0)ع لكل عدد أولي فردي م . 
(5) إذا كان .2 دالة معرفة كالآتي 
إذا كان 1= n‏ 1 


i=1 


تسمى ۸ دالة ليوفيلي نسبة للفرنسي جوزيف ليوفيلي (۹٠۸٠-۱۸۸۲م)‏ . 
(أ) أحسب (2)4500 , (۸)180 , (۸.)39 
(ب) أثبت أن (دالة ضريبية . 
(ج) أثبت أن 
١ n=m?, meZ‏ 


0 nm 


2۸d) = 


d\n 


٤‏ : الدالتان مجموع وعدد قواسم عدد طبيعي 
Sum and number of divisors‏ 

لقد جمع العالم الفيزيائي والرياضي كمال الدين الفارسي (ت ١177١م)‏ في بحثه 
'تذكره الأحباب في تمام التحاب ٠‏ ["] أو ]٥۳۸-٤۹٠١٥[‏ " القضايا الضرورية 
لتمييز الدالتين العدديتين مجموع قواسم عدد صحيح وعدد هذه القواسم » ومع أن 
الفارسي لم يعالج سوى )١(‏ 6 التي تمثل مجموع أجزاء أو القواسم الفعلية للعدد 
ظ 5 » نلاحظ معرفته للدالة العددية (6)2 التي تمثل مجموع قواسم العدد ١‏ على 
أنها دالة ضربية » فقد أثبت : 


الدوال العددية 
)١(‏ إذا كان 0-826 ٠‏ 1-(3,5) » فإن 
)b( + b0 )8( + »* )80٠١6*)6(‏ 26 = (۸) 6 مما يدل على معرفته 
بالعبارة 6)8(١)6(‏ = (طق)ى . 
(۲) إذا كان n= ap‏ » م عدداً أولياً > 1= (p,ھ)‏ » فإن 


هو (0) "0+ (0)* 0م (م) Gc‏ . 





1 و 2 1 r-l r‏ 1 
(۳) إذا كان "م ٣=‏ » م عددا أوليا » فإن 1 عات كرام 
k=0 2‏ 


وهذه القضايا منسوبة إلى الفرنسي ديكارت (5955١-1155:0١م)‏ . 


)٤(‏ إذا كان ٠٠-8,‏ رمم = 8 حيث ,ص,٠٠٠,‏ ,م أعداد أولية مختلفة فإن عدد 
r r ٤‏ 
أجزاء ١‏ المسمى (0)2+ يساوي 1 |[ )+ 
حنم 


وهذه قضية منسوبة إلى الفرنسي دايدي 10101672 . 


7 ف 
(5) إذا كان 6م[ [ ع2 ء فإن عدد قواسم م هو (1+ ٠ 1)0( = [ ])e;‏ 
د 


i=1 
(۸)ر1 وهذه قضية منسوبة إلى جون كيرسي‎ = *)0(-1 
. (Montmort) ومونتمورت‎ (John keresy) 
.T < O والآن إلى دراسة خواص الدالتين‎ 
: ۱-۲-٤ تعريف‎ 
إذا كان 2 عدد صحيحاً موجبا » فيرمز لعدد قواسم 1 بالرمز (5)0 ولمجموع‎ 
. 6)0( قواسم ۸ بالرمز‎ 
t(n)= >1 , o(n)= 3d إذا‎ 
مكل‎ d\n 
: )١( مثال‎ 
o()=1 , 6(2)=1+2=3 , (أ) 3(<1+3-4)ه‎ 
.6(4=1+2+4=7 , 60)6(-1+ 2+3+6- 2 


الدوال العددية 


(ب) 4-(6)* , 7)4(=3 , 2 -(22)* ,1=( . 
(ج) إذا كان 2= ١‏ » فإن 4 -(0)+ › 
24-1-7 - 2°+ 22 +2 +1-(م)ن . 


١ 





(۱) 1+مح (م)ى ج> « عدد أولي . 
)"( 2 >-(0)+ ج> 2 عدد أولي . 


مبرهنة ١-١-٤‏ : 
كل من + › 6 دالة ضربية . 
() لكن 1-(02)* لكل *867 . إذا# دالة ضريية لأن 
f(mn(=1=1۰1= F(m) ° f(n)‏ › وعليه فإن 2,1 - (2,2)0 > (1)0 
دالة ضربية حسب مبرهنة )"-١-4(‏ . 7 5 
(ب) لتكن 2 (م)ع لكل ۸٤⁄7‏ . إذأ ع دالة ضربية وعليه فإن 
4 - (4)ع < = (2)ى دالة ضربية حسب مبرهنة )5-١-4(‏ . 
d\n d\n‏ 
ملاحظة : 
يمكن أن نثبت أن © دالة ضربية بدون استخدام مبرهنة )۳-۲-٤(‏ كالآتي : 
نفرض أن *2» لبق » 1=(ط,ه) . إذا طة/4 إذا وإذا فقط كان 
eb ٠ »١9 » d=ce›d=ce‏ و 1-(0,6©) حسب مبرهنة (5-9-5). 
وعليه فإن قواسم 26 هي ضرب قواسم ۾ في قواسم 6 . فإذا كانت 
٠٠8‏ 8 ,1 هي جميع قواسم 2 و ,٠٠:.,8.‏ |8 ,1 هي جميع قواسم 6 ؛ فإن 
قواسم اھ هي : 








الدوال العددية 


و و1 


,ا4 0و ب ةو b,‏ 
(1)... د4 ,“°„ ,3 , و5 


ووط ره روط 
لكن 8,5(>1) . إذا ,طح رطىية - روج رط ,4= رط بج » وعليه لا يوجد 
تكرار في (1) . والآن 
+٠٠‏ (رط6 2+ a,b, +٠٠١:‏ + بط)+ (ج +:..+ 6(ab) = (1+ a,‏ 
(وط (b, +a,b, +0١8‏ + 
(+a, +-*+a,)+‏ رط + ( ع +...+ (1+a,‏ = 


a,b,‏ و“ 


+ b,(1+ a, +° +a, ) 
= (1+a, +--“+a,) 1+ b, +..٠: + b,) = 6(a). 6(b) 








لا 
مبرهنة ؛+-؟-5 : 
إذا كان n =p"‏ 2 م عدداً أولياً فإن : 
1 كام 
t(n) =r +1 (i)‏ :2 (ب) = o(n)‏ : 
p~1‏ 
البرهان_: 
بما أن م عدد أولي . إذأ قواسم 8 هي "ص + ٠٠١‏ + * ,1,0 » وعليه فإن 
r+1‏ 
=P 2‏ 'مج ...+ T(n)=r +1 , o(n)=1+ p+ p7‏ 
p3‏ 
لا 


مبرهنة ۳-١-١‏ : ' الفارسي " 


إذا كان م[ [ ع م »ء فإن : 


i=l 


(n= [Te + )(‏ > (ب) 


r 06 +1 1 


. o(n)= a 


il P; ~1 


ا ا ا ا 


الصوال العددية 


البرهان : (بالأستقراء) على ١‏ . 
إذا كان 1-1 ٠‏ فإن العبارة صحيحة حسب مبرهنة (5-5-4) 5 
والآن لنفرض أن العبارة صحيحة عندما 10> + > 1 » ولإثبات صحتها عندما 


m+! m+l 1 
لكن‎ . n =([ [p7 )-p;™ إذا‎ . IP لنفرض ان‎ . r=m+1 
1-1 


1= 7 100 مره 216 دالة ضربية 2 ذا 
= 


ايم 0م11 = (n)‏ 


o(n) = al [pî )* (Pm 





اا o-۰‏ صب رسب 


i=1 Pj i=l 


i 
اطي‎ 1 


-1 
m+1 


+(en,, +=] 1)» +‏ »)1 [ - لم 


الأستقراء : و1+ ا ج ٤ T(pP‏ كز م 6 . إا 


111+ 1 


e; +1 e; + 





+ 
m Pî 1 Pr ~1 _mu Pi‏ 
o(n mn‏ 
1- رم اذا 0 اد هن 
وعليه فان العبارة صحيحة عندما r=m+1‏ > وبالتالي فإن العبارة صحيحة 


لكل |۲2 . 
مثال (۲) : 
أحسب (120)* » (6)120 . 
الحل : 
بما أن "5× '3× 2 = 120 » )1+ r=],‏ ذا 


i=1 


<(120)= (3+11 +1)(1+1)=16 


الدوال العددية 


0 r Dp 1 
إذا‎ . o) = [ [ وحيث أن‎ 
i=] 1 


4 2 2 


2-1 3-1 5-1 

مثال (") : 

أوجد أصغر عدد صحيح موجب 12 بحيث أن 0 - t(n)‏ : 
الحل : 
بما أن 502 -10-10.01 › إذأ 1001 (1+ يه)(1+ ,ه) -(2)+ › وعليه 
فإن 1= ره ,4= ,76 0- ره , 9- ,ع . لكن 29 > 24.3 . إذاً أصغر عدد 
صحيح هو 2“.3=48= 1 . 
وأخيرا إلى الدالة العددية (2) ٠‏ والتي تعمم الدالتين 6)١(‏ , (5)82 . 


تعريف 5-9-4" : 





(n) 5-5 2d"‏ ركه 


d\n 
. (أ) 50= 6 + ”3+ 22 + 1= (6)ر6‎ 
. 6;)10(=1 + 23 +53 +103 =1134 (ب)‎ 
رم )رى‎ - 3 d=o(n) «< لاحظ أن 2 -(2)وه‎ 


d\n 
: 4-1-4 ميرهنة‎ 
. (أ) (0),رت دالة ضربية‎ 
m(e; +1) 


(ب) إذا كان م دم ء فين كس 15-5 = )0( oq‏ . 


i=1 
:_ الب هان‎ 
۾ . إذأ ۴ دالة ضربية » وعليه فإن‎ ٤7 (أ) لتكن ۵= (۴)۵ لكل‎ 
("-۱-٤( دالة ضربية حسب مبرهنة‎ oq (n) = 2,1)0(- "ل رخ‎ 


d\n d\n 
a» 


الدوال العصدية 


r 5‏ 5 1 
(ب) بما أن م[ [ = 2 . إذا قواسم م هي م[ [ -0 حيث ,ع > ,» >0 › 


i= i= 


وعليه فان 


Gq, (n) = 3 3 ١ »م‎ | 
1 


دزأ محبه aı=0a2=0‏ 
8 

m me; 

-[[(+p Ftp; ) 
i=1 


لكن *م,٠٠٠,‏ "7م , ",1 متوالية هندسية حدها الأول واحد وأساسها "م 


تت r pam ~1 pm‏ 
وعليه فإن مجموعها ك2 -ه . إذا حا ] [ > (2)يرى 
ا 1- i=l Pj‏ 
لا 
مثال (5) : 
أحسب بإستخدام مبرهنة (5-5-54) (6)60 › (6)360 . 
الحل : 


(أ) 0305 60=27 . إذا 5- وم ,3= ‘P=2,P2‏ 
1= ;€ , 1= ره , 2 - ,»ع .لکن 
3 
( مع ...+ +p?‏ رمع ])] [ = (60),ى - (60)60 
1= 
(وم+ 1) Pp, +p) (1+ p2)‏ +1( = 
x 4x 6 =168‏ 7 - (5 +1( )1+3 )1+2+2( = 
(ب) 360-2303205 . إذا 1= يه , 2= يه ,3= رع › 
5 > وم , 3- ,وم ,2 - بم .لکن 
(22+23()1+3+32()1+5 +2 +1)- (360),» = (6)360 
15«136-0- 


am 


الدوال العددية 


# 


تبيارين 


(1) أحسب (2)+ › (05)ت لكل من 28,32,220,496,945 . 

(۲) أحسب (م)رى -(0)ى » (0)رك لكل من 192,600 . 

(۳) أثبت أن (1+ ٥)۸‏ -(م)ك عندما 206,957 > . 

. إذاكان 0-14 » فأثبت أن (1+ م)ى - (م)ى › (1+ م)؟ - (م)؟‎ )٤( 
. T(n)=6 ا‎ (°) 

(5) إذاكان 2”7 -مء 2 < ص ء فأشت أن 20-1 - (6)۸ . 

(۷) إذاكان (3- انو الدبو ركان 2123 اكد أرب 1 3ق 


فأثبت أن 2 + م2 - (م)ى . 


(۸) أثبت أن حكن » ثم حقق ذلك عندما 2-14 » 8-36 . 
d\n‏ 11 


(9) إذا كان ٠ ١<1‏ فأثبت أن 14 ]= 2 ١‏ ء ثم حقق ذلك عندما 2-12 . 
d\n‏ 
)٠١(‏ "لفارسي" إذا كانت ٠ )١(‏ تساوي مجموع أجزاء أو القواسم الفعلية 
للعدد دء وكان 25ح ضط ء 1=(ط,a(‏ .6 عددا أولياء فأثبت أن 
)ab( = 66*)2(+ o )2( + a‏ ”6 › ثم أحسب (84) ”6 › (284) 6 . 


)١١(‏ "الفارسي' إذا كسان 0-86 ٠‏ 1 (8,5) » فأش-ت أن 
e )ab(= a0 )b( + b6 )3( + 6)2۰ 0 )(‏ ».ثم أحسب 
(60) 6 › (84) 6 . 


الصوال العددية 


4؛-" : "دالة أويتر Euler phi function‏ " 
عرفنا دالة أويلر *2 ج 0:25 كالآتي : 
(n) =| {a € Z* |1 5a <n , (a,n) -1[‏ 
وسنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة خواص تلك الدالة وبعمض 
تطبيقاتها . لاحظ أن 211 p(n)=‏ 
عنم 
مبرهنة ١-١-٤‏ : 
إذا كان 1< 2 » فإن 2-1 - (0)52 إذاً وإذا فقط كان 2 عدداً ا 
البرهان : 
نفرض أن 7 عدد اولي 1 إذا 1 - 1,2,.٠٠0,2‏ أعداد أولية نسبيا مع » وعليه 
فإن مد | [1-ص,::,1,2 !| (م)ة : 
ولإثبات العكس نفرض أن 2-1 - (0)52 » لكن 1 عدد مؤلف . اذا «n=ab‏ 
b> „n ٠ 1>2>‏ >1 حسب مبرهنة (۱-۲-۲) » وعليه فإن 1 + 2 = (۸,۵)»› 
(n„b)=b #1‏ . إذا يوجد على الأقل عددين من بين الأعداد 1[-ط,ء٠٠,1‏ 
ليسا نسبيان أولياً مع ١‏ » وعليه فإن 1-2 > (0)53 وهذا يناقض الفرض . 
إذأ ه عدد أولي . 
لا 
مبرهنة 2-5 
إذا كان م عدداً أولياً » فإن ”م - "م = "'(م)0 . 
اليرهان : 
لتن | "م 1,2) = إذا "مها :ولاب 
=|{aeA| (a,p") = 1|‏ ”(م) 4 ٬نفرض‏ أن }#1 B=(be A|(b,p")=d‏ 
إذأ 4 عامل من عوامل "م » وعليه فإن 4١م‏ وهذا يعني وجود ۲٤7"‏ 
بحيث أن مم -4 » لكن ”م > ط > م . إذأً ”م > م كم » وعلوه فإن 
' "م > >1 . إذا | م١‏ "م ,.٠رط”,»٠.,م3,م2,م) B=‏ › وعليه فإن 
”م = |8| » وبالتالي فإن !”م - "م-(”م)0 . 











الدوال العددية 
مثال )١(‏ : 
(أ) 16-*0)22(225-24. 
(ب) 24 -34-33-333-1-33.2-(*0)3 . 
ولحساب (۸) لأي عدد طبيعي ٩‏ » نورد ما يلي . 
مبرهنة ۳-۳-٤‏ : 
م دالة ضربية . 
البرهان : 
نفرض أن “7 © ٣,صط‏ » 1= (,,ص) › ولنفرض أن AE‏ 
دالة معرفة كالآتي : 
f(b) = (b(mod m) , b(mod n) )‏ لكل [1- «be Zr, = {1,2,--۰,mn‏ 
٠» 2 = )1,2,::»:,2-1(‏ (1,2,..:,8-1) = :7 . إذا * دالة متباينة 
(أحادية) » لأن (٥)۴=(ط)۴‏ يعني أن 2١56-6٠‏ و 2١15-٠‏ . لكن 
1= («,ص) . إذا ٠‏ - ط١‏ مم حسب نتيجة (۲) مبرهنة )۸-١-۲(‏ » وعليه 
فإن (822) 200 »= ط وهذا يعني أن ,7 (=٤‏ . 
f‏ دالة شاملة لأن لكل 2< ,7 ©(3,6) » 1=(ص,ھ) » 1-(2,ه) يوجد 
Z‏ عط بحيث أن (ص 8200) 2 > 6 ٠‏ (2 72200) » > 6 حسب مبرهنة الباقي 
الصينية . اكقسن 21 (تترة) = (0ترط) » 1= (ن) - (هرط) ٠‏ إذا 
)b,mn( > 1‏ » وعليه فإن (82,0) = (1)0 › 7 » ط › إذأ £ تقابل . 
وعليه فإن |70 |* | ,2 | - |2 | ٠‏ وبالتالي فإن )(٠09)5(‏ > (صم)ن . 
لا 














: )١( نتيجة‎ 


إذا كان ۸,۰۰۰,۸٤7‏ ۰ 1-(ه, رم) لكل [ عد 1 ء فإن 
(ه)4] [ - رم[ 901 
لك i=1‏ 


€ 








الدوال العددية 





البرهان : 
بالإستقراء على + ويترك للقارئ . 
م 
نتيجة (؟) : 
إذا كان م] [ = ہ۸ ۰ فإن 5110-2 د دمن : 
i=l i 121‏ 
البرهان : 


إذا كان ۲1 » فإن "= » وعليه فإن 07م - امم = (40)8 حسب 
مر )1-1-4( . =p?) = (1-2) Îd‏ (ارم - (=p‏ 
وعليه فإن النتيبجة صحيحة عندما 2-1 . أما إذا كان ۲<2 . فإن 
1 -(7م, 7م) لكل [ 1 » وعليه فإن 


جت فة =%([I?)= [19(P?)‏ دم 
حسب مبرهنة (5-8-4)" )٣م‏ - 8م)]]- 
i=l‏ 
88:110-5 50-59-11 11- 
Pj‏ اد 21 1-1 
=n [10-20‏ 


i=1 


: 


. 0)3600( › 0)192( ٠ 0)45( أحسب‎ 


(أ) بما أن 45-3305 . إذ 
١ 0(5) = 32١0 - [< 4-32 . 2 . 4 - 4‏ ()ج - (ك ١‏ 67)ن = )0)45 


الدوال العددية 
(ب) بما أن 2503 192 . إذا 
4 - 2 = 2. 2-25 260-11 = )25).03( - (3. 26) = 192( 
(ج) بما أن 37.2“.57= 3600 . إذا 
5 -550. 55 -20. )1 -32)1 = )5((-) 2( 3)۰( = 3600( 
4 


5 4 ل فوت يمون 
0 -2-6-8-20 25 2 3 3- 


ملاحظة : 
م دالة ليست ضربية كلياً كما يوضح ذلك المثال الآتي 
006١ 2) *0)6(١0)2(- 21-2‏ -(002 =4 


والآن إلى خواص آخرى للدالة ¢ . 





مبرهنة ٤-۳-٤‏ : 
إذا كان 2 <2 » فإن (0)۸ عدد زوجي . 
البرهان : 
إذا كان "2 - م » ۳<2 » فإن 257 = ري - )"2 = )”0(2 = )0(0 عدد 
زوجي . أما إذا كان ٠ ١۶2"‏ فإن 8١م‏ »و م عدد أولي فردي › وعليه 
يمكن أن يكون '2-87 › ۲<1 . 1-('8,8) » وعليه ف إن 
)p -1٠١40)8(‏ ”م = ('م)0١(0)8‏ -(0)ؤ .لکن 1-م21 ۰ لأن م عدد 


أولي فردي ٠»‏ إذاً (0)5 عدد زوجي . 


: ٥-۳-٤ مبرهنة‎ 


إذا کان n>1‏ > وكان ۸ نظام بواقي مختزل قياس 1 ٠‏ فإن (0)8: = ۵ر2 
aeR‏ 








الدوال العددية 


البرهان : 
بما أن ۸ نظام بواقي مختزل قياس « . إذأ (9)2 -|*1| » وعليه يمكن أن 


0(n) 5‏ 
نفرض أن | 41*2{ = R‏ ؛ وبالتالي فإن ,2,2 2,2 =$ . لكن 
aeR aeR‏ 
0(n) 7‏ 
1= (صربة) 12 - (صررة - م) . إذاً )n-;(‏ < =8 ›وعليە فان 
i=]‏ 
0(n) (n)‏ 


1 2.0(n) إذا‎ . 25 - >a, + > م)‎ - ,(- 2= n‘ (n) 


i=! [<< 





لا 
مثال (") : 
حقق مبرهنة )٥-۳-٤(‏ عندما 7-12 
a‏ 2-4 5 0-3-1 -120- 012 اذا #زحينة. أريعحة 


أعداد أقل من 12 وقاسمها المشترك الأعظم مع 12 يساوي واحدوهي 
1,5,7,11 . وعليه فإن 


S=1+5+7+11=24 , 8 


1 دم 


وبالتالي فإن (ه)9: و 3 


مبرهنة ٦-١-٤‏ : 
إذا كان “2ك ط ء فإن م (2,0)0 . 


d\n 
البرهان_:‎ 
r 
لتكن م1[ [ -2 . سنبرهن بالأستقراء على ۲ أن 2 - (3(0)4 . إذا كان‎ 
d\n i1 
1,1,1 “° »فإن م -2 ء وعليه فإن قواسم 0 هي‎ =1 





الدوال العددية 
إذا 
(PF)‏ +--+ ( رم + Z0(d) = 0() + 0(P,)‏ 
"(p,-D‏ 
p7" [| 1+ (p, -1( ٠ 0 -‏ +--+ رمع 1(]1- رم) +1 - 


م +--+ (1- رم) رم + (1- رم) +1 - 





=p 
والآن لنفرض أن المبرهنة صحيحة‎ . ١ =1 وعليه فإن المبرهنة صحيحة عندما‎ 
n= [1p ج‎ > 0)d( =n إذا‎ . 


d\n 
ولإثبات صحة المبرهنة عندما 1+ ممح م1‎ 


عندما 20 ع 1 


3 أن 


1+1 
اجو 


الوط [pî - 1 J 8 =n:‏ 4-1 
فإذافرضنا أن م- كو مت 21م e‏ مم (p,n)=1 «< a=‏ 


1= )1, أم) » وعليه إذا كان ل قاسماً للعدد م . فإن كلا من 
"م dp” ,٠٠٠,‏ ,مرل قاسم للعدد ۾ » وعليه فإن 


.+ 3) dp'( 
d\n 


لي 2000 
لكن 1= (١,أم)‏ , م دالة ضربية . إذا 


d\n 


مو |i + 0(p) +٠٠:‏ )0(0 = روج 
X((d)- 30(b) =n -p' =a‏ = 


d\n b\p' 
إذا المبرهنة صحيحة لكل‎ . ١= +1 وعليه فإن المبرهنة صحيحة عندما‎ 
.TZ>l 
ÛU 
: )٤( مثال.‎ 


حقق مبرهنة (1-7-4) عندما 1-3205 


الدوال العددية 


الحل : 
بما أن :)2(-3٠2-6‏ . إذا كل من 1,3,37,5,15,45 قاسم للعدد مء 
وعليه فإن 


Z(() = 0(1) + 0(3) + 0) + 0(5) + (15) + 0(45) 
- 1+ 2+320- + 4+ 0G)-0(5) + 0 )-0(5) 
- 1+ 2 + 6 + 4 + 2)4( + 6)4( - 13 + 8 + 24 - 45 = 


: )١( ملاحظة‎ 


لحل المعادلة ص = ()0 » لاحظ أن : 
=p? (= [Ip Kp; - Dm‏ أثم)] [ - 00و ج أأم] [ - 
i= =| i=l‏ 
إذا إذا كان 1- ,م = بل › 1,٣‏ =1 » فإن 


: و‎ ٤ ' ej 0 
Ip; بلا‎ =m چ‎ TIC =m + Ip 








> TIO = Mm =9 XxX [Ipc 6 M2 x= 
=1 i=] 1 [14 


1 
i= 


وعليه فإن لحل المعادلة ص - (<)0 ٠»‏ نوجد ,0 بحيث أن صاإل و (1+ )d,‏ 


114 
i=]‏ 
موجود في IP:‏ . 
i=l‏ 
ولتوضيح هذه الطريقة نورد الأمثلة الآتية : 
مثال (ه) : 


حل المعادلة 12=(×)م . 


الدوال العددية 


الحل : 
بما أن قواسم العدة :12-573 هى 12,3,4612 :33411214 4+1 
عدد أولي يعني أن [ 1,2,3,4,6,12) >4 . وبتطبيق الشروط أعلاه نجد أن 











إذأ مجموعة حل المعادلة 12=(×)ض هي [( 13,21,26,28,36,42) . 
مثال (5) : 
حل المعادلة 6 }(x)‏ 3 
الحل : 
بما أن قواسم العدد 6 هي 1,2,3,6 . إذا 416 و 4+1 عدد أولي يعني أن 
de{1,2,6}‏ وبتطبيق الشرط عدد صحيح موجب لا يحوي أي قاسم 
114 


1 
i=] 


r 
أولي غير موجود في ,م[ [ نجد أن‎ 





وعليه فإن مجموعة الحل هي (19,7,14,18 . 


الدوال العددية 


إذا كان عدد الحلول معلوماً أو أن 12 صغيرة » فيمكن تطبيق مبرهنة (8-7-4) 
لإيجاد عددين أوليين نسبياً 2,6 بحيث أن " = 0)8(١0)6(‏ = (26 = »)0 . 
وبالرجوع إلى المثال (5) > لاحظ أن 
7= »اج 6 - (0)1(0)7-(0)7 > 1-(1,7) 
9=× جح 6-(0)9 ج 1- (1,9) 
4- ير ج 6 - 1:6- 0)20٠١0)7(‏ -(0)14 جه 1-(2,7) 
x×=18‏ > 1.6-6- (0)2(00)9-(0)18 ج 1 (2,9) 
وعليه فإن مجموعة الحل هي [7,9,14,18) 
مثال (7) : 
حل المعادلة 0)×(=10 . 
الحل : 
001-11-0010١0)11(-1:10-10 > x=11‏ > 11)=1 
0)20٠١0)11( 10-10-10 > × - 2‏ -(0)2:11 ج 1-(2,11) 
وعليه فإن مجموعة الحل هي [ 11,22) . 
وبتطبيق الطريقة الواردة في الملاحظة )١(‏ نحصل على نفس الجواب » لأن 
قواسم العدد 10 هي 1,2,5,10 و 04١10‏ ج>4+1 عدد أولي يعني أن 
(11,2,10 ع d‏ » وبالتالي فإن 


r 10 r f 
t= [ [d; IP; x= 0 م11‎ 
دز‎ ١ دز‎ 1 i=1 
10 1 11 11 
1۰10 1 2۰11 22 





اتفال عسي 


() 


(0 
(5 


0 


تمارین 


أحسب (0)2 عندما 245000 , 8316 , 540 , 2-2360 . 
أوجد أصغر عدد أولي م بحيث أن (م)4١7‏ . 
إذا كان 2 عددا فردياً ٠‏ فأثبت أن (0)0 = (0)22 . 
)( إذا كان م عدداً أولياً . 7٤م‏ وكان 8١م‏ ء فأثِت أن 
pP-1\0(n)‏ . 
(ب) بين بمثال على أن (114)۸- م لا يعني أن 2١م‏ . 
إذا كان “7 »ع 2,4 و 5١ل‏ » فأثبت أن (م)9 ١‏ (0)0 . 
إذا كان n= [[p°‏ > فأثبت أن 1+ ا - (2,00)0 . 
d\n i=l P; + i=1‏ 
حقق مبرهنة )٥-۳-٤(‏ عندما 48= ۸ . 


حقق مبرهنة (1-1-4) عندما 2-78 وعندما 7-150 


إإا كان (”,ص) = »> فأثبت أن p(mn) E‏ 


ثم حقق ذلك عندما 28 > mM‏ › 2-42 . 


. 0)2”( = 20)0( إذا كان « عدداً زوجياً » فأثبت أن‎ )٠١( 


)1١١(‏ أثبت أن (۸”(=0)۸)ض ء ثم أت أن (م)و "مع ("۸)م الكل 


. M22 


. إذا كان “72 © ,ص و (29)0 = (صم)هم » فأثبت أن ”مدص‎ )1١( 


5 


m=4,m=16, m=24, m= 72 حل المعادلة 22 -(<:)0 عندما‎ )١ 


الدوال اأعددية 


)١5(‏ إذا كان م عدداً أولياً وكان 1 + م2 عدداً مؤلفاً » فبرهن على عدم وجود 
حل للمعالة م2 -(<:)0 . 
(15) برهن على عدم وجود حل لكل مما يأتي : 
(x) -124 › 0)5(<-<34 › 0)×( =6‏ . 


" The Möbius function دالة موبيص ' (8)نز‎ : ٤-٤ 
ظهرت الدالة (0)لم بصورة غير مباشرة في أعمال أويلر سنة ۸٤۷١م لكن‎ 
. هو أول من درس خواصها سنة 1877م‎ )١1878-١1790( الألماني موبيص‎ 
وسنركز أهتمامنا في هذا الجزء على تعريف هذه الدالة ودراسة خواصها‎ 

وعلاقتها بالدوال العددية الأخرى . 


تعريفب ١-4-4‏ : 
إذا كان “7 »© 2 » فتعرف (2)الم كالآتي : 
إذا كان1 = م 1 
إذا كانم عددا أوليا ,طا 7م 0 4 = p(n)‏ 
إذا كان ;م ]] = ۸ و ,م أعداد أولية مختلة ‏ '(1-) 
مثال )١(‏ : 5 
)|( 16(20)ن ,1= *(1-) > (10)ن , u(2)=-1‏ , 1- )ير . 


(ب ب) إذا كان م عددا أولياً ٠فإن‏ 1-=(م)س و 0-<(”0)لر لكل 2<" . 
والآن إلى دارسة خواص دالة موبيص . 
ميرهنة :١-٤-٤‏ 
مإ دالة ضربية . 
نفرض أن * ٤7‏ 8,5 » 1=(ط,ھ) . إذ 
(أ) إذا كان 2-1 أو 1= » يمكننا أن نفرض أن 1= فنجد أن 
(a): (Db)‏ ع 1 ١(ه)ير‏ = p(ab) = (a)‏ . 


aM 





الدوال العددية 


(ب)إذا كان م عددا ا 8م أو 22م فاں طھا ”م كما أن 
0 -(08)نر أو 0 -(6)ير ء وعليه فإن (6)لر١(3)بر‏ = 0 -(36)لم . 


(ج) إذا كان 2523م أو 2565م وم عدد أولي » فإن ,19 [ -5,:م] [ -3 
j=1‏ 


i=] 
أعداد أولية مختلفة » إذا‎ ٥,٩; حيث‎ 
u(ab) = p(pıP2 ٠٠١م,‎ ٠ 002 ٠٠:02( = (1 
= (-1)' .)-1(* = (a) (b) 
لا‎ 

مثال (۲) : 

ليكن 0-30 . إذا 203:5 02 »وعليه فإن قواسم 1 هي 

 , 5,5,0‏ » وبالتالي فإن 


(30)بر + )15( + p(10)‏ + (6)بر + )1(5 + (2)بر + (لعير = l(d)‏ 2 


0= 4-4 = (1-) +1+1+1+(-) + (1-) +(1-) +1= 
وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي : 
مبرهنة 5-4-4 : 
إذا كان 1< ۸ » فإن 
عندما [=طمط ]1 
عندما 1< م | = zu)‏ 
لتكن F(n) = 3d)‏ . إذا 1= (1)ير = F(A) = 3, pu(d)‏ 


d\1 d\n 
حيث م عدد أولي » فإن‎ ١ = وإذا كان "م‎ 


F(p")= Y p(d) = p(1) + p(p) (2م)بر+‎ +٠٠١ + p(p") 


"مكل 
لسن 20-(”م)ل لکل 2< »۰ 1- = )p‏ › 1 (0)ر . 
إذأ F(p")=1-1=0‏ . 


الدوال العددية 


والآن لنفرض أن م[ [- ه . إذا (5م1 ])۴ = (7)0 . لکن ۴ دالة ضربية 


1<- 1- 


حسب مبرهنة )۳-۱-٤(‏ » إذأ 0= ( مم1[ [ > (0) ١»‏ وعليه فإن 


i=l 


عندما 1 < م 0 1 4ے 
مبرهنة ؛+-4-” : 
r‏ 
إذا كان م] [ = 2 وكانت f‏ دالة ضربية » فإن 


i= 
Yu(d)f(d)= [[(-f(p;)) 
din j= 


البرهان _: 


' نفرض أن (4(۴)۵)[< = (۸)ع . إذأ ع دالة ضربية حسب مبرهنة )٣-٠-٤(‏ 
d\n‏ 


وعليه فإن e([IP?) = Tle’)‏ = («)ع . لکن 
i=l i=]‏ 
g(pî )= >, u(d)f(d)‏ 


اماك 
UDf(D + p(p; )f(p;) + (pF )f(p; ) +٠٠١ + p(p? )f(p?)‏ = 
لكن f‏ دالة ضربية » إذا ۴(=1) كما أن 1(=1)س » 1- = (إم )سء 
0=( )م لكل 2 < e;‏ » وعليه فإن ( :)۴ - 1= (7م)ع ۰ وبالتالي فإن 


s(n => n() f(4)= [Te(p?)= [1(0 -f(P)) 


الدوال العددية 
مبرهنة ٤-٤‏ -: : " قانون التعاكس لموييص Möbus Inversion formula‏ " 


إذا كانت /مع دالتين عدديتين وكانت (۴)۵ < = (0)ع » فإن 
d\n‏ 


f(n)= Xude) =u) (4)ع‎ 
d\n d\n 
: البرهان‎ 


>d) gj) =Xn(d)- 5: f(b) = 3| Xd) f(b) ) 
d\n d\n 5م‎ 


d\n 04 


لكن 1ال و ١ه‏ ج ماط و 019 ٠‏ إذا 
Zfn)‏ -ز سر ع ريه بح 
d\n b\n 01 b\n dî‏ 


لكقن 0= (4)ن < لكل #1 ك4 و 1= (ل)س ل عندما ٣‏ 


b 
0 0 


حسب مبرهنة )۲-٤-٤(‏ . إذا 
Zf(b)-1= f(b) = f()‏ = )ع سرح 
d\n b=n b=n‏ 
وحيث أن (8)0(ج)دار5 = (5::)04(8)0 لأنه إذا كان 4 قاسماً للعدد م فإن 
d\n d\n‏ 
قاسم للعدد أيضاً وعدد القواسم 4 يساوي عدد القواسم َ . إذا 
(804 )سرح - fn) - Xuda)‏ 
d\n‏ مكل 
نتيجة )١(‏ : 
)( 0-1 )سرح <« ب) u(o®=n‏ 
d\n d\n‏ 
(n) _ Hd)‏ 
E‏ 
0 


الصوال العددية 


البرهان : 
(أ) بماأن 1< =(,ہ)1 . إذا 1= Zr(™)‏ =( 1 )28 حسب 


مكل 


(ب) بماأن 3:4 = (م)ى . إذا o J)=n‏ 2 -(604 2000 


d\n 
حسب قانون مو بیص للتعاكعس‎ 


(ج) بماأن ( ١ = 5:4)0( = Xl‏ حسب مبرهنة (1-8-4) . إذا 


d\n d\n 
حسب قانون موبيص للتعاكس ؛ وعليه فإن‎ (n) - )ارم‎ 
d\n 
(n) _ H(A) 
كم‎ 2 1 
لا‎ 


نتيجة (۲) : " عكس مبرهنة ٠۳-١-٤‏ " 
إذا كانت ع دالة ضربية و (2/1)0 = (0)ع » فإن ‏ دالة ضربية . 
d\n‏ 
البرهان : 
ليكن *2 © 8,5 و 1=(ط,ه) . إذا 5 Ze‏ = (ا۴)4 حسب قانون 


موبيص للتعاكس لكن 4١85‏ . إذا وإذا فقط وجد ان وحيدان ٥,۴٤7‏ 


بحيث أن 12ء و ط١ع ٠‏ 1=(ع,) » 0-06 حسب مبرهنة )١-۳-۲(‏ . 


ab, <.‏ 
إا f)ab(= 2) e(2)(‏ . 
d\a‏ 
e\b‏ 
لکن كلا من 8 دالة ضربية . إذا 


f(a)‘ f(b)‏ = ريع سرد u) 8O.‏ اع ١‏ خم وهس - ام 
e\b‏ انلك ١1‏ 
e\b‏ 
وعليه فإن ؟ دالة ضربية . 





الدوال العصدية 


(0 


(۸) 


. 


تمسسارين 
أحسب (2)/ عندما 34,35,48,90 , 23 , 2-18 
أوجد ”7 >2 بحيث أن 3 - (2 + p(n) + (n +1( + (n‏ 


أثبت أن = (3 + ۸ )2(7 + 1(۸ + (n‏ (م)نر لكل 7٤ہ‏ . 


أثبت أن 1= (!)) < لكل ١<3‏ . 


k=1 


۲ 98 0 
إذا كان م[ [ = ١‏ » فأثبت بتطبيق مبرهنة )۳-٤-٤(‏ أن : 
i=l‏ 


Zu(do(d=(-D' [Ip (4 « Xr(d)d)=(-1 () 


5 رك‎ )4(- ]10- Pp) ( ل‎ 0-2 (١ 


مكل 
(ه) حقق "١ء‏ ب »ج »د " عندما TT‏ : 
إذا كان 
عددا أوليا, 1 < ص In‏ 1 
. 7 = (۸) ۸ ء فأثبت أن 
0 0 
u2 ra) -> (d)ln(d)‏ = (6) ۸. تسمى هذه الدالة دالة 
d\n‏ 
مانجولد " لاحظ أن (۸)/= (4) ۸,< وبتطبيق قانون موبيص للتعاکس 
d\n‏ 
تخل علي لطر : 


أثبت أن (0)/لره = (۴)۸ دالة ضربية » ثم أثبت أن 


(-D'0(n] [Pi 
. 1= 40500 ثم حقق ذلك عندما‎ > 3 du(d =i 
d\n 


إذا كانت ,3 دالة ليوفيلي » فأثبت أن 2 = (2)4 d(‏ )< . 


مكل 


الدوال العصدية 


؛-ه : الدالة زيتا )sئ(& The Zeta function‏ 
غرفت (8) من قبل أويلر سنة ۱۷۳۷م لكل 117 5 شم وسّع ريمان 
التعريف سنة 855١م‏ لكل [1] - © » 8 » ولهذا تسمى هذه الدالة دالة زيتا 
الريمانية (100]عمنا 7618 «anمصRiem)‏ وتمكن أهمية هذه الدالة في كثرة 
تطبيقاتها في نظرية الأعداد والفيزياء النظرية . وسنركز أهتمامنا في هذا الجزء 

على دراسة بعض الخواص الأساسية لهذه الدالة . 
تعربف ۱-٥-٤‏ : 
إذا كان € 16+ 2 - و » فتعرف الدالة زيتا كالاتي : 


ات ()6 <« 5)5(<8<0] . 
1 ادم 
ثال ( )١‏ :"أويلر 
ب 7 1 
وز =4 ۰ 0-3 


هنة غ#-ه-| 5" أويلر " 
إذا كان 1< (ء)R ٠»‏ فإن ' (*م-1)[ [-(5) » حيث 8 مجموعة جميع 


peP 
. الأعداد الأولية‎ 
: البرهان‎ 
C1 1 1 1 
5 2 EES 
4) = 2 2 F3 21 
1 1 1 1 
رسي د جار ات 4+ ا‎ 
- 110+ -+..(- [| [ 8 0 
ْم معم‎ peP m=0 








الدوال العددية 


لكن 2<م و 1<(ئ)R‏ . إذا “7م30 متقاربة بصورة مطلقة 
m=0‏ 


. 6(- [ [)1- ر » وعليه فإن '(° م‎ 1p )' yg 


peP 
. ولحساب بعض قيم (5) نورد الآتي‎ 


: ۲-٥-٤4 تعربف‎ 


تعرف أعداد برنو ا iاBernoul)»›‏ ,8 بالمعاملات في متسلسلة القوى 











-1[_ بع‎ 1™"B 
ىع‎ 5 2 6 " Om J! 
ومنها نجد أن‎ 
1 1 1 1 5 
كيت‎ BSB BB 
691 7 3617 43867 
؛‎ Bs = هوجو‎ , P= ج‎ , Bs = 51g , و8‎ = 75g 
_ 283617 وم‎ 013 
0 وو‎ NM” 138 
: ملاحظه‎ 
ء ومنها نجد أن‎ = 0 1 000059 
عار ادي‎ bay OES 
: مبرهنة 5-ه-#‎ 


إذا كان عددا صحيحا موجبا أكبر من الواحد » فان 
21-1 


2 
(210)ي‎ - Emi Pm 71 


2m 


البرهان : 
من تعريف أعداد برنولي ووضع 212 = × » نجد أن 
2m‏ ”22 ع 
(1)... ك- YB,‏ -1- 20062 
m=] (2m)!‏ 














الدوال العددية 


























0O 2‏ 3 
لكن (ج2--1)1 ]2۰ z=‏ ہاو . إا 
n=l‏ 
22 3 
(جج -]1) مرح + (2) ۸[ = (2هزة) م7 » وعليه فإن 
n 7‏ احم 
يي e‏ و > ومنها نجد أن 
nT‏ ) 2 1) اسم 2 Sinz‏ 
2 
CO 2‏ 2 مه 
ب ر ر 
nT‏ 1_7 احم Z ~N T‏ احم 
2m‏ ص م 2 
2 7 [- 
0.02 12ت : 
nx? 2 2m ( )‏ 
ومن (1) » (2) ينتج 
2m‏ 1 3 2ے . 22m‏ 
m= (2m)! 1n" m=1 7‏ 
وعليه فإن 
1 مو 22m 2m‏ 
Pn Gm) 2q 6m)‏ 
û‏ 
مثال (۲) : 
1 2 
7B, => ()‏ - 2ج : ,8 - (2)ي 
2 4 4 
1 1 72 1 
(ب) مم - جد `7 = B2‏ 7-۰ - رق = 4 . 
7 7 1 326 


ل 945 6375527 - رظ: - 6 . 


اقل 





الدوال العددية 


مبرهنة +-ه-” : 





O0 د‎ n 

إذا كان 0 < (ئ)R‏ » فإن د جل = )6)8 . حيث 1 + = 1(s)‏ 
د ادر 

تسمى (17)5 دالة ايتا الدركلية )Dirichlet eta function)‏ نسبه للألماني 

ديركلي ١ه‏ ٠م4١‏ -5هم ام( 5 




















اليرهان : 
و 1 © م51 1 
n Om‏ 0 6 1 2 
1 
mî‏ 2 
وعليه فإن (6)5 0 ° "2 = (5) + (7)5 » ومنها نجد أن (011)5- = روي 
لا 
مبر هنة ٤-٥-٤‏ : 
5 
° -ل-- ()ي يعني 1- ()1(6- 1i0)‏ ' 
البرهان : 
بما أن 6 250٠‏ -1) - (6)9 5-1 . 
لمحةورز] . (و)ي(* 2 - Lim(1‏ = (5)ي(1 - Lim(s‏ 
5 -[اجهو [جو اجو 


=Limy E E O 
اة اجو‎ 5 In2 


وعليه فإن ل ()ي 
5-1 


والآن إلى دراسة علاقة الدالة زيتا بالدوال العددية الأخرى . 














الدوال العصدية 


1 _SHMD a 
ا‎ 


اليرهان : 


1 لاكتم- وبطع قورع نة (84-ه- 
بما أن (-م-10] = ان حسب مبرهنة (4-ه-١)‏ 


-11 [1+ p(p)p ° + (pp * + --.] 
- > u(n)n* = رج‎ ® 
احم‎ n=l N 


: ~o مبرهنة‎ 


إذا كان 2 < (8)5 فإن کک 


البرهان : 








as SS 


لرل 51 _ للها 


1 
G(s) nin dain d "م حم‎ 








مبرهنة ۷-١-٤‏ : 
2O, (n‏ 
إذا كان ۸ s€‏ و 1+ ص <وء ذبن ع =( - E)‏ 
n=l N‏ 


البرهان : 

1. 
a 
1 من‎ 2 


S 
1S مكل‎ n=l] N 


G(s) G(s - m) = 


رحا 


]15 8 


n 

















الدوال العددية 
نتيجة )١(‏ : 
)( إذا كان ۸ ع5 >1 » فإن و . 


n=| 
. CEES A (ب) إذا كان 15 ©2>5 » فإن‎ 
n=l N 
: البرهان‎ 
VE a n EE JÈ ل ر‎ 


إذاً عندما 0=" . نجد أن ر ا )s8(=‏ 67 


n=l N n=] 


وعندما 1=" » نجد أن ر AP‏ =1 - .)€ 1 
احم 


n=l 








U 
ODEO ٠0 
أثبت أن‎ () 
4 
2= 3 ٠ 0 (0) 


7 3 
. 2 4 2(4 = (e) 


n=l 


)"( إذا كان 1< ء » فأثبت أن J‏ عم S2‏ حيث ٨٣‏ يساوي عدد 








G(s) n=l N 
. 1 العوامل الأولية في‎ 
IED =II0+p) ge 
إذا كان 1< 5 » فأثبت أن 0 ر‎ )٤( 
n=] 





أمدات خاحصة 


الفصل الخامس 
أعداد خاصة Special Numbers‏ 
سنركز اهتمامنا في هذا الفصل على دراسة أنواع معينة من الأعداد هي 
أعداد فيرما وأعداد مرسين ٠‏ الأعداد التامة والأعداد المتحابة والأعداد المتعادلة . 
ه-١_:‏ أعداد فيرما وأعداد مرسين Fermat and Mersenne Numbers‏ 
من أحدى طرق إيجاد أعداد أولية كبيرة هي دراسة الأعداد التي على 
الصورة 1- ”2 أو 1+ "ه » وقد أثبتنا في مبرهنة (۲ - -1) » أنه إذا كان 
1- ”2 عدداً أولياً > فإن 50 عدد أولي و 2 = ھ. أما إذا كان "و ا 
أولياً » فإن 2 عدد زوجي و 2= " ء ومن هنا كان التعريف الآتي . 
تعريفب ۱-۱-۰١‏ : 
يقال عن عدد ,۴ أنه عدد فيرما ء إذا كان 1+ ”2= F‏ « 11م . 
وإذا كان ,1 عدداً أولياً ‏ فيسمى ,1 عدد فيرما الأولي . 
مثال )١(‏ : 
F, - 25 +1= 65537 « FE - 257 + E =17 <F =5 + Fg =3‏ 
وهي أعداد أولية » وعلى الرغم من أن فيرما لم يحسب إلا تلك الأعداد فقد أعتقد 
أن ,1 عدد أولي لكل N‏ >2 »ء لكن أويلر أثبت عدم صحة ذلك بإتباته بأن 
2+1 ,1 يقبل القسمة على 641 . ونعلم اليوم وبإس تخدام 
برنامج " Maple‏ " بأن ۴ عدد مؤلف لكل 30> 5>1 »وعندما 
7ر11 ا -1-2 . 
ولم يُكتشف لحد الآن أي عدد فيرماتي أولي غير ,421 0>١‏ ولذلك 
يعتقد العلماء عدم وجود أعداد فيرما أولية غير تلك الأعداد . 
وتبرز أهمية أعداد فيرما الأولية بعد إثبات جاوس سنة 5 م بأنه يمكن أن 
ترس بالمسيطرزة والفرحال مظبلعا منتظماً عده أخلاعه وا وا فقط كان م6 
عدد فيرما اول 








أعداد خاصة 
ولدراسة خواص أعداد فيرما » نورد المبرهنات الآتية . 
مبرهنة ١-١-١‏ : 


احم 
[E =F, -2‏ ] لكل .neZ’‏ 


i=0 
" 2 البرهان : " بالإستقراء على‎ 
«R.H.S.=F -2=5-2=3 < LH.S.= 8 =3 إذا كان 2-1 » فإن‎ 
والآن لنفرض أن العلاقة صحيحة عندما 10 - 2 . إذا‎ 
m-1 
i=0 
ولكي نثبت صحة العلاقة عندما [ + ص = دہ » لاحظ أن‎ 
احم‎ m m 
(TIE)-F, =(F, -2)E,= 2” -1)25 +0 
i=0 
m+ m+ 
= )2 -1( = )2 +1- 2( =F, -2 
إذا العلاقة صحيحة عندما 1+ 0-2 » وعليه فإن العلاقة صحيحة‎ 
. 0 لكل “7ع‎ 
لا‎ 
: 5-١-٠ ميرهنة‎ 
. لكل 0,20 و 2 * مر‎ (FF )=1 
: البرهان‎ 
«cn=m+tr بدون فقدان عمومية البرهان يمكن أن نفرض أن ط>ك مم . إذا‎ 


وعليه إذا كان (,1, م1) -4 › ”22 -غء فإن 





آک2 2-1 1- تير 2 دعبو _ 2~ PF‏ 


F F x +1 


m m 








أعداد خاصة 


وعليه فإن (2 - 1)۴ ۴ .لکن 4١5,‏ . إذأ (2- d\)۴‏ ء لكن 4117 
إذا 42 » وعليه فإن 4-1 أو 2 -<0 . لكن أعداد فيرما هي أعداد فردية ء 
إذأ 4۶2 » وعليه فإن 4-1 . 
لا 
ولمعرفة طبيعة القواسم الأولية لأعداد فيرما نورد ما يلي . 
تعريف 5-١-8‏ : 
إذا كان 1< 1۸ غذدا ححا وکا 27 و 8,2(>1) » فيقال عن ص" أنها 
رتبة العدد ج قياس ¬ » 2 Order of a modulo‏ " « ونكتب )4( ord,‏ = 10 
إذا كان 1 أصغر عدد صحيح موجب بحيث أن (2 أمص)1= "2 . 
مثال (۲) : 
إذا كان 7- 2 » فإن 1(=1) لإ لأن )7 ord,(2)=3 » 1=1(mod‏ 
لان (007م) 1= 23 › 6 =(3) ord,‏ لأن (7 500) 1= 36 › 
ord,(4)=3‏ لأن )7 ord,(5) = 6« 4° =1 (mod‏ لأن )7 (mod‏ 1= 5°« 
ord,)6( =2‏ لأن )7 (mod‏ 1= 6 . 
مبرهنة ۳-١-١‏ : 
إذا كان م عدداً أوليا ord, )4( =n » )a,p( =1 ae ٠‏ › وكان 
(م0مص) 1= a"‏ »فلن ص ا1 . 
البرهان : 
نفرض أن (22,2) - 0 . إذا يوجد ك7 ع 2,5 بحيث 125+ ۳٣‏ = حسب 
مبرهنة (؟-١-5)‏ . لكن (م1)00 2 =a"‏ "ھ . إذأ (ملمص)1 - a" =a"‏ 
وعليه فإن (م 1)00 2  2”*”*‏ 24 . لكن ۸ أصغر عدد صحيح موجب 
بحيث أن (م 200 )1ح "2 . إذا > م . لكن d\n‏ يعني أن كل . إذأ 


2-4 . لكن d\m‏ ء İi}‏ دام . 
لا 








أنصاد خاصة 


نتيجة : إذا كان ,1١م‏ ء فإن (!*"2 0004 )1 2 م . 
البرهان : 
بما أن ,۴١م‏ . إذأ (م 00004 12+ 22 ؛ وعليه فإن 

(م 504 )1- - ”2 ومنها نجد أن (م dەص)‏ 1= "22 -22"(2) . 
والآن أفرض أن (2) ر ۲ه = ۳ . لذا 2١2”‏ حسب مبرهنة (ه-١-")‏ و 
(م (mod‏ 1= "2 و (mod p)‏ 1= 2 يعنى أن "2=" . لكن م عدد 
فردي ٠‏ لأن أعداد فيرما أعداد فردية › إذا 1= (2,م) » وعليه فإن 
( 204) 1= 2 حسب مبرهنة فيرما » وبالتالي فإن (1- م) | ”2 حسب 
مبرهنة (ه-١-")‏ » ومنها نجد أن (""2) ل0 1= م 


مثال (۳) : 


أثبت أن 65537 -1+ 25 - ,۴ عدد أولي . 


لا 


نفرض أن p\F,‏ . إذا 1+ p= m-2‏ حسب نتيجة مبرهنة (ه-١-")‏ . 
وعليه فإن  +1=97‏ 3.2= ص أو 257 -1+(8)25 م .لکن 97117 و 
22569 ,۴ <257 = ص . إذا ,۴ عدد أولسي حسب نتيجة (؟) 
مبرهنة )٤-۲-۲(‏ . 


مثال )٤(‏ : 
أثبت أن 1+ 1-22 عدد مؤلف . 
الإثبات : 
إذا كان 1١م‏ › فإن 1+ 0۰2۶ = م حسب نتيجة مبرهنة )"-١-١(‏ › 
وعليه فإن 257 =1+ (4)64 = م أو 641 =1+(10)64=م .لكسن 
7 = و۴ لا يقبل القسمة على 257 و 65537 = ۴ > 641 = م 
كما أن 6700417 ×641 = ,1 . إذأ ,15 عدد مؤلف . 


لأا 


والآن إلى تعريف ودراسة خواص أعداد مرسين . 


a0 


أعدات خاصة 


تعریف ۳-۱-١‏ : 
يقال عن عدد صحيح موجب ,71 أنه عدد مرسين (Mersenne number)‏ 
نسبة للفرنسي مرسين (584١-1518م)‏ › إذا كان 1 - "2= 77 » 2 <0 . 
وإذا كان ,70 عدداً أولياً فيسمى ,24 عدد مرسين الأولي . 
لاحظ أنه إذا كان M,‏ عدداً أولياً » فإن 2 عدد أولي حسب مبرهنة (1-۲-۲)» 
كما أن هذا النوع من الأعداد معروف لأقليدس (0١5"ق.م)‏ 
ونيقوماخوس (١٠٠ق.م)‏ وثابت بن قرة (877-١١1م)‏ وغيره من الرياضيين 
العرب والمسلمين . 
مثال (5) : 
3= يو › 7= ,2 M, -127 ٠» 21, -31 ٠‏ أعداد أولية ء بينما 
٠ 7, -5‏ 2047 = ,726 ليست أعداد أولية . 
ونعرف حالياً وبإستخدام الحاسب الآلي أربعين عدد مرسين أولي ,70 عندما 
03 23/1071 
87701 ه22 
9 ,216091 ندر 7 4ت 1 
3ت بطر + + +2 
13466917,25964951 


والسؤال الذي يطرح نفسه هو : هل يوجد عدد لا نهائي من أعداد مرسين 
الأولية ؟ 
والآن إلى بعض خواص أعداد مرسين وأحدى طرق حسابها . 
مبر هنة ٤-١-٥‏ : 
إذا كان م عددا أوليا فردياً وكان ؟ عدداً أولياً و ,ا4 » فإن 
=1(mod 2p)‏ 0 





أغداد خاصة 

بما أن 4124 بالفرض . إذآ 1- 0١27‏ » وعليه فإن (0 1)00 > ”2 . 
الآن أفرض أن 2 = (050,)2 نجد أن ط١"‏ حسب مبرهنة )۳-٠-١(‏ . لكن 
م عدد أولي . إذأ م = 0< وعليه فإن م = (2) له . لکن (0 16000 25-2 
حسب مبرهتة فيرما . إذا 22-1 .لكن 2(=1رم) . إذا 10-1م2 ؛ 
وعليه فإن (م2 800) 01 . 


: )١( مثال‎ 


أثبت أن كلا من 127= +71 ٠‏ 8191 - ,24 عدد أولي بينما ,2/4 ليس أوليا. 


لا 


(أ) بما أن 12> 127/ . إذاً بتطبيق نتيجة (۲) مبرهنة )٤-۲-۲(‏ يكفي أن 
نبحث عن الأعداد الأولية الأقل من 12 والتي تقسم 127 . لكن ©١127‏ 
يعطي أن +1+14- › ۲<1 حسب مبرهنة (ه-١4-1)‏ . وحيث أن 
q>12‏ إذأ لا توجد قواسم للعدد 2 » وعليه فإن 707 عدد أولي . 


(ب) يما أن 9191>1/. إذأ يكفي أن نبحث عن الأعداد الأولية الأقل من 91 
والتي على الشكل 26۲ +1= › ۲<1 وهذ الأعداد هي 
26×23 +21 أو 4=1+26×3=79 . لكقن ,531234 و 
Mı;‏ 79 . إذا و1 عدد أولي . 


)ج( بما أن 2047 = q\M,, < 1/2047 > 46  M,‏ يعني أن 
¶q=1+ 2+‏ › 1< »۰ وعليه فإن 46 >4=23 . لكن 231M,‏ › 
وعليه فإن ,1 ليس أولياً . 


مبرهنة ٥-١-٥١‏ : 
إذا كان +١2‏ »ء فإن M, ١547‏ 


أمصات خاصة 


اليرهان_: بما أن 5 - م. إذا 
(1+ 25 +...ب 2265-2 + 1()2619- 2( =1- "2= =M,,‏ ,31 « 
لکن 1 - "2= M,‏ . إذا ١24,‏ ,21 . 


نتيجة : إذا كان MM,‏ عدداً أولياً » فان 1 عدد أولئ: 

البرهان : 

نفرض أن 2 عدد مؤلف . إذا 25-15 ء 2 > 17,5 >1 » وعليه فإن ١234,‏ ,7/1 
حسب مبرهنة (ه-١-5)‏ . إذا ,= ,31 . لكن ۲<1 » إذا 1< M,‏ وحيث 
أن «r<n‏ إذا ۾ M, > M‏ » وبالتالي فإن 1< ) N, i‏ عدد غير أولي 
وهذا خلاف الفرض . إذا 5 عدد أولي . 

لا 

وأخيرا نورد المبرهنة الآتية بدون أثبات لصعوبة البرهان وهذه المبرهنة تبين ما 
إذا كان M4‏ عدداً أولياً أم لا . 

ميرهنة °-ا-1_: "1876 Lucas Criterion‏ " 
إذا كان م عددا أولياً فردياً وعرفنا المتتابعة ,_,لآ,::., ونآ, ,رآ بالقاعدة 
4- ,سآ و mod,‏ 22 - )= ,1 لكل 2 < ع » فإن ,21 عدد أولي إذا 

وإذا فقط كان 0= ,1 . 


مثال (۷) : أثبت أن 127- ,34 عدد أولي . 
الإثبات : 
4 14= 2004127( - 4( = يآ « 
L, =[(14)” - 2]mod 127 = 194 mod 127 = 67‏ « 
L, -])67(“ - 2]mod 127 = 4487 mod 127 = 42‏ « 
-2]mod 127 =1762 mod 127 =111‏ ”)42([= وآ « 
Lg =[(111)” - 2]mod 127 =12319mod 127 =0‏ 
إذا 127= M,‏ عدد أولي حسب مبرهنة (ه-١5-1)‏ . 


أغصات خاصة 


(00 


38 


تمارين 
أثبت أن (أ) ,۴ عدد أولي » (ب) ۽۴ عدد مؤلف . 
أثبت بإستخدام مبرهنة )١1-١-5(‏ على وجود عدد غير منتهي من الأعداد 
الأولية. 
برهن بإستخدام مبرهنة (ه-١-١)‏ أن 1= (,۴, ي1) لكل 0< m۶۸‏ . 
إذا كان (50,8) =4 وكان ,7 = M,(‏ , ,30) فأوجد القاسم المسشترك 
الأعظم لكل من : 
Mu, , Mas (0‏ ع (ب) ورا Mg,‏ < (ج) ,816 , روكلا 
إذا كان 1145 > و / » فأثبت بإستخدام مبرهنة (ه-١-4)‏ أن +71 
عدد أولي. 
أثبت بإستخدام مبرهنة (4ه-١-1)‏ أن 524281 = و,71 عدد أولي . 

8 


: الأعداد التامة Perfect Numbers‏ 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة الأعداد التامة والمعرفة مسن قبل 


إقليدس . 


: ۱-۲-١ تعريف‎ 


إذا كانت (۸) 6 تمثل مجموع القواسم الفعلية (أجزاء) للعدد الطبيعي 2 » 


فيقال عن 72 أنه : 


. 6 (n) > n إذا كان‎ « (Abundent number) عد زائد‎ (Î) 


(ب) عدد ناقص (Deficient number)‏ « إذا كان < > o (n)‏ . 
لاحظ أن « + (۸) 0 = (م)ى . إذا 


معدد زائد چە ,2< (6)1 
ر عدد ناقص 4 ,ہ2 >(60)0 


C3 





أمصات خاحة 





: )١( مثال‎ 
r etl _ 
)ەه يعني أن‎ n =] ] عد زاكدءلأن‎ 2 () 
i=1 ا‎ 
E TSE 
. 6)12) = 6)2 3= 57 33-T = 28 < 2)12( 


(ب) 15 عدد ناقصء لأن 30 = (2)15 > (4)6 = (6)5 ١‏ (0)3 = (5 0)3۰ = (6)15. 
(ج) 945 عدد زائد » لان 
72-1 1= 5 34-1 3 
2 -40.6.8-:خ--. لت .لت = (5.7. = 
29459 <1920 40.6.8 - `7 . لي ت (57- 0037 > 0949 
ويقول أبو منصور عبد القادر البغدادي (ت 77١٠م)‏ في مخطوطه " التكملة في 
الحساب " أن أول عدد زوجي زائد اثنا عشر وكل فرد (عدد فردي) دون تسعمائة 
وبخمسة وأربعين تاقضن و أول فر زائد تسعماثة وخمسة وأريغيه *, 
مبرهنة 1-1-5 : إذا كان 1- ”2 - ,74 عدداً أولياً » فإن 
۰M ()‏ 2 عدد زائد 1 (ب) ١214,‏ 7 عدد ناقص . 
البرهان : 
(أ) ليكن 20M‏ = 1 . بما أن 1= )2”,M,(‏ . إذا 
-‘M,) = 0(2). o(M,) = (2 -1)۰o(M,)‏ ”2)ه = o(n)‏ 
لكن ,24 عدد أولي . إذا 1+ ,21 = (, 6)1 › وعليه فإن 
o(n) = )201 -1( ١ )30, +1( - )2”*1 -1).2P = 2" 27۴‏ 
لكن 2 < 2541 . إذا 
2P < 22P+1 5 2P+1‏ - 2 2 (0)ى 
)2P -1(= 2۰2۴ )2° -1( =2‏ 2° = 


وعليه فان 2 عدد زائد . 


أعداد خاصة 
(ب) ليكن ,2034 ”2 =" . بما أن )27,M,(=1‏ إا 
اورت ام - (1+ o(m) = o(2 7). c(M,) = GE D(M,‏ 
0- ”2 ٦و‏ ے اعمج _ 1-م22ي 28 2205-1 _ 
-1(=2m‏ 2°) 2.2 = 
وبالتالي فإن 10 عدد ناقص . 


مبرهنة ۲-۲-٠١‏ : 
(أ) يوجد عدد لا نهائي من الأعداد الناقصة . 
(ب) يوجد عدد لا نهائي من الأعداد الزائدة . 
(أ) ليكن ”م-2.حيثم عد أولي فردي و 2<1 . إذا 
=2n‏ "م2 = p" < p" + p"‏ + "مب ...+ p7‏ + مع ]) = c(n)‏ 
وعليه فإن 2 عدد ناقص . لكن |8 عدد أولي فرديو 1 < .| "م) =8 
نج عة كين م إذا هة كعكلا تاي من الاد النافضةا: 
(ب) ليكن «م945 - ۸ » 1< ص,1=(ص ,045 . إذا 
o(n) = 6(945)-o(m)‏ 
لكن 945 عدد زائد . إذأ (2)945 <(945)ى . كما أن ص <(ص)ه لكل 
m<1‏ . إذا 22 -(29452 < (م)ى » وعليه فإن م عدد زائد . لکن 
(1 = (مد,945) 1١‏ < ممإم945! =$ مجموعة غير منتهية . إذا يوجد عدد 


غير منتهي من الأعداد الزائدة . 


والآن إلى تعريف الأعداد الطبيعية التامة ودراسة خواصها . 


1۷۰ 


أعضات خاصة 
تعريف 5-5-8 : ٠‏ 
يقال عن عدد طبيعي ۸ أنه عدد تام (Perfect number)‏ إذا كان م = o (n)‏ . 


إذا م عدد تام > ,2= (0)» . 


مثال (۲) : كل من 6,28,496,8128 عدد تام » لأن 


2 2 
(3.4-12-20- لمح . لمحج - (3. 2» - (6)ه 


6)28( = 2. Ml ا‎ 8= 56 = 2)28( 


2= 1(.31- 2) = (1 6)3 6)2۰ = (031 6)2 = )6)496 
(2)496 -(2)21.31 = 
8 1= 1(.128- 2) = (0)127 ۰ (6)2° = (0127 6)2 = )6)8128 
(2)8128 = (127. 2)26 = 
ولقد وردت تلك الأعداد عند ميناخوس اليوناني حوالي (١٠٠م)‏ . 


والآن إلى قاعدة تحديد الأعداد التامة الزوجية والتى تعود إلى إقليدس . 
مدر هنة ۳--٠٥١‏ : " إقليدس " 
إذا كان 1 - ”2 = ,2 عددا أولياً » فإن ,2۰0 = ۸ عدد تام . 


إلى 


: البرهان‎ 
بما أن 1-(,/2,! ”2) . إذ‎ 
o(n) = »)27 ٠١ M,) = »)2* ٠١ o(M,) = )2” -1( (M, +1( 
= (2 -1(١25- 2.2". M, - 20 
. وعليه فإن 2 عدد تام‎ 


واستناداً لتلك القاعدة » نجد أن 
العدد التام الأول هو 6 », لأن 3= ,742 عدد أولي و 202302 >6 . 


سڪ( ۱۷۱ 








أعداد خاصة 
العدد التام الثاني يساوي 28 لأن 1=7- 2= ١M‏ عدد أولي و 
2M; = 2:78‏ . 
العدد التام الثالث يساوي 496 › لأن 1=31- 2= و١‏ عدد أولي 
2M, = 2^ .31= 6‏ . 
العدد التام الرابع يساوي 8128 › لأن 1=127- 2= M1,‏ عدد أولي و 
2°.M, =2°.127-8‏ . 
العدد التام الخامس يساوي 33550336 »لأن 8191 =1- 2 = و1 عدد أولي و 
M,, = )4096(. 8191 = 6‏ .”2 . 
العدد التام السادس يساوي 8589869056 › لأن 1-131071- 227 - MM,‏ 
عدد أولي و ,2'60 = 8589869056 . 
هذا ويُعرف إلى الآن سبعة وعشرين عددا تماما تنئج عندما يكون 
210017211111117 
4239 ا 0 
7 2211 
لاحظ أن عكس مبرهنة (ه-7-") صحيح أيضاء وهذا ما توضحه المبرهنة الآتية . 
مبر هنة ٤-۲-٥‏ : "ابن الهيثم - أويلر 1 
إذا كان 2 عدداً زوجياً تامأ » فإن (1- 2)2۴ = م و (1- ”2) عدد أولي . 
البرهان _: 
بما أن ۸ عدد زوجي . إا 2 2 ۰ €7 ا ٠»‏ وعليه بعد تجميع جميع قوی 
العدد 2 في يُمكننا أن نعبر عن 2 بالشكل الآتي m «< p>2 <«n=2P'.m‏ 
عدد فردي . إذأ 1= (2””,50) » وعليه فإن 
(1)... (ص)ى(1- 2°( = o(n) = 6(2'.m) = o(2°")-o(m)‏ 
لكن 5 عدد تام . إذا 
(2) ... م١22‏ = co(n) = 0(2". m) = 2022-1 ١. m)‏ 


CL 


أمصات خاحة 


ومن (1) » (2) ينتج أن 
(3) ... م ء ”2 = (2P -1(6(m(‏ 


ومنها نجد أن ص .2 1(1- 2) . لكن 1(=1- 2,2°) › إذأ سا-2 
حسب مبرهنة (۹-۱-۲ب) › وعليه فإن 
(4) ... +1 -.20-(1- 25) د te Z” < m=‏ 
ومن (3) » (4) ينتج أن 2٠1‏ - (2©)ى . لكن كلأ من ٤."‏ قاسم للعدد 10و 
t> 0‏ يعني أن 1 + 0< (0)80 = ١]‏ ”2 . 
ومن (4) نجد أن 2٠١+‏ -] + ص إذا 
(ماى = 2١1 = om) > m +t =2 ١‏ 

وعليه فإن + + 80 = (6)50 وهذا يعني أن 2 - (1)52» وعليه فإن " عدد أولي. 
إذأ 1-1 » وعليه فإن 1- "2 = ص عدد أولي و (1- 8-27!)27 . 

لا 
هذا ونود أن نشير إلى أن عبدالقادر البغدادي قد ذكر في مخطوطه ' التكملة في 
ال بلي : 
" وقد غلط من قال في كل عقد من العقود عدد واحد تام وأصاب من قال كل عدد تام 
لابد أن يكون في أوله ستة أو ثمانية " ثم يذكر بعد ذلك قاعدة تشكيل الأعداد التامة 
السابقة » ويقترح القاعدة الآتية والتي تتص على الآتي : 
" إذا كان أجزاء زوج الزوج أوليه » فإن مجموع آحادها من الواحد إليها يكون 
تاماً ' ْ 
أي أنه إذا كان 1- "2 - M,‏ عدداً أولياً » فإن [(1- "2) +...+2+3 +1] 
عدد تام . لآن 1- "1,2,3,...,2 متوالية عددية حدها الأول واحد وحدها الأخير 
(1- "2) » وعليه فان مجموعها هو 

E E 
E 

وحسب قاعدة البغدادي يكون العدد التام الأول(6) والثاني (28) والثالث(496) وهكذا 





أغداد خاصة 


البغدادي, 
كل عدد زوجي تام لابد أن يكون آحاده ستة أو ثمائية . 
أي أن إذا كان 5 عدداً زوجياً تامأء فإن (10 04) 6 = م أو (10 200) 8= م 
البرهان : 
بها أن و عد ر تان إذا 0-9 527و( 0 شد اولي 
حسب مبرهنة )٤-٠-١(‏ . لكن (1- ”2) عدد أولي يعني أن م عدد أولي حسب 
مبرهنة )5-7-1١(‏ . 
فإذا كان 2 -م » فإن 2-6 و (6)520010 2 6 » وعليه فإن المبرهفنة 
صحيحة . أما إذا كان .2 < م ٠‏ فإن م عدد أولي فردي »› وعليه فإن 


7. 


مبرهنة ه٠-7-ه‏ : 


4m +1‏ = م أو 3+ 4۳ = م حسب مبرهنة (۲-١-۳ب)‏ . 
فإذا كان 1+ 4۳ = م» فإن 
"(16) - "16) .2 2 _ 240-2250 23541 ے  [(‏ ٣ے‏ 215 داوم 
لکن (10 6)۳۵ = '(16) لكل *2 ع . إذا 
n= 2۰6-635 6(mod 10)‏ 
أما إذا كان 3 + ص4 = م » فإن 
")416 - ا 20 ب 2خسكج_ g8m+5‏ 1ت اا ا 55 
8)mod 10(‏ = 12-- 2.6-4.6 = 
لا 
لاحظ أن المبرهنات السابقة تصف الأعداد الزوجية التامة إما الأعداد الفردية 
التامة » فلم يستطع أحد حتى الآن أن يجيب على سوال الرياضي والفلكي 
والفيزيائي أبو جعفر الخازن أحد علماء القرن العاشر للميلاد وهو : 
هل يوجد عدد تام فردي ؟ 


وعلى الرغم من ذلك فقد حدد أويلر خواص الأعداد الفردية التامة في المبرهنة 


أعداد خاصة 








مبرهنة 5-١-5‏ : ' أويلر " 
إذا كان « عدداً فردياً تاماً » فإن “2م 
ا فة و( ك 


نفرض أن “م] [ n=‏ . بما أن م عدد تام . إذا [[0(p*)‏ - (م)ه = 2n‏ 
i=l i=}‏ 

لكن م عددفردي › إذا (4 204) 1= م أو (4 3)0 = ۸ حسب 
مبرهنة (١-١-"اب)‏ » وفي كلتا الحالتين نجد أن (4 2)5100 20 ٠‏ وعليه 
فان 28 -()ت يقبل القسمة على 2 ولا يقبل القسمة على 4 . إذأ (210)85 
لبعض قيم 1 حسب مبرهنة (۳-۲-۲ب) ء وعليه فإن ( 6)0 عدد زوجي 
لبعض قيم 1 » وبدون فقدان عمومية البرهان يمكن أن نفرض أن ((06)8 عدد 
زوجي لا يقبل القسمة على 4 بينما (:6)8 عدد فردي لكل 1۶1 . 

والآن (4 2004 ) 1= بم أو (4 3)000 2 ,م حسب مبرهنة (5-١-'اب)‏ 


فإذا كان (4 1)000- > 3= رم » فإن 


n=pf p32 ..‏ » حيث P;‏ أعداد 


(P7 )=1+ p; +p, +--+ pj 
=1 + )-1( + (1 +... + )-1(") 000 4( 
0(mod 4) إذا كان ۾ عدد فردي‎ 
1 (mod 4) إذا کان .ع عدد زوجي‎ 


لكن (4 202004 > ((م)ى يعني أن (4 #3000 ,م ٠‏ وعليه فإن 
=1(mod 4)‏ رم . وحيث أن (4 0)200 >(5م)ى يعني أن (7م)ى١4‏ 
وهذا غير ممكن كما أثبتنا أعلاه . إذا إذا كان (4 3000 نم لكل 
#,... - 1 ء فإن ,© عدد زوجي . أما إذا كان (4 0١‏ ")1= رم » فإن 
(mod 4)‏ 15+ ...+ 1+12 +1ع "م + ...+ o(pî )=1+ p; +p?‏ 
e; +1(mod 4)‏ = 





أغدأد خاصة 








لكن (4 2)804 >( 8م)ى يعني أن (4 1)200 2 به . أما لكل «,...,2 - ا 
فإن (4 200 )1 (أم)ى أو (4 000 )3 2 (58م)ى › وذلك يعني أن 
e, = 0)204 4(‏ أو (4 2)200 = ٥,‏ وفي كلتا الحالتين نجد أن :© عدد 


3 3 
زوجي . إذا ,»2= به لكل 2,...,۲ -1 ء وعليه فإن (075] [) 2-9 و 
1-2 


. رم‎ =e, 2 1) 200 4) 





لا 
نتيجة : 
إذا كان 2 عدداً فردياً ا »> فإن (4 10200 = 17'م = ہ۸ وم عدد أولي و 
p=r=1(mod 4) «< pm‏ . 
البرهان : 
8 3 
بما أن "7م[[ =۸ حسب مبرهنة (ه-١-1)‏ . إذا 
2= 


FRE I ERE OSB‏ ررك زو لكين 


1-2 
(4 1)04 = م يعني أن )4 =1(mod‏ 'م . أما ص عدد فردي فإن ذلك يعني 
أن (4 dمص)1=‏ ص أو (4 0dمص)3‏ = ۳ حسب مبرهنة (۲-١-۳ب)‏ » وعليه 
فإن (4 04 )1= 2م » وبالتالي فإن (4 1)504 2101-2 ”ص٠ n =p"‏ . 

Û 
تمسسارین‎ 
. برهن على وجود عدد غير منتهي من الأعداد الفردية الناقصة‎ (۱) 
برهن على وجود عدد غير منتهي من الأعداد الفردية الزائدة وعدد غير‎ )١( 
. منتهي من الأعداد الزوجية الزائدة‎ 


aD 





أعضاد كاصة 








0) 
(<( 


أثبت أن (1- !29)21 عدد غير تام . 
أت أن كلا من (1- ا 9 (1- 20 عد تام 
إذا كان ٠» =p"‏ 1< 10 > م عدد أولي ٠‏ فأثبت أن 2 عدد غير تام . 
إذا كان 2ه - م » “7 2 » فأثبت أن م عدد غير تام . 
إذا كان ۸ عدداً تاماً » فأثبت أن “نم عدد تام لكل ۲<1 . 
إذا كان م عدداً تاماً » فأثبت أن 2= أل وحقق ذلك عندما 2-6 و 
d\n‏ 
.N=22‏ 
إذا كان م عدداً زوجياً تاماً » فأثبت أن (1- "2) 2۳7 = (۸)ض . 
إذا كان ورم عددين أوليين فرديين مختلفين وكان 4م = ١‏ » فأثبت أن 1 
عدد غير تام . "لاحظ أن 0+1 + م+ 4م o(n)=‏ و "'pq>p+q+1‏ 
إذا كان (1- 2) عدداً أولياً » فأثبت أن 
EEE)‏ هده كام ٠‏ 
إذا كان 6 < 2 عددا زوجياً تامأ » فأثبت أن (6 4)000 > م . 
"لاحظ أن 6 <(1- ”2)2 -0 يعني أن 3 < م ء وعليه فإن 
1 + م4 - م أو 3+ م4 دم ". 
إذا كان 5 عدداً فردياً تام » فأثبت أن 27م = 0 حيث م عدد أولي . 


إذا كان 87م = ۸ عدد فردياً تامأ » فأثبت أن (8 0200)م 22 . 


ه-” : الأعداد المتحابة والأعداد المتعادلة 


نتناول في هذا الجزء الأعداد المتحابة المعرفة من قبل فيثاغورس والأعداد 
المتعادلة المعرفة من قبل عبد القادر البغدادي في القرن العاشر للميلاد. 


اداد خاصة 
تعريف ه-”#- ١‏ : 
يقال عن عددين طبيعيين ۸" أنهما متحابان (eاطbھcنصےA)‏ . إذا كان 
مح (م) *ى و2 (م)”*ى 
إذا 0 متحابان > م+ mM‏ = (ماى = o(m)‏ 
مثال )١(‏ : 
0 ۰ 284 متحابان » لأن 504 = 220 +284 و 


2 
5O20) SEO لحن دوو‎ 321111 





اال اخ إكدة 

4 - 7.72 -(72). اح = 6)22(١6)71(‏ = )۰71 6)2 = )6)284 
ملاحظة : 

إذا كان ()ه = (6)50 فإن ذلك لا يعني أن 1٠١‏ متحابان كما يوضح ذلك 
المثال الآتي . 


ليكن 6=" » 2-211 . إا 2= (2)» = (0طاى . لکن 6۰11 غير متحابين 
لأن 1 )m(=6+11=‏ ”6 » وعليه فإن الشرط +١‏ 2ح (مى = (ص)o‏ 
ضروري ٠‏ 

والآن إلى قاعدة تحديد بعض الأعداد المتحابة والتي تنسب إلى ثابت بن قرة 
الحراني (875 م _ ١١1م)‏ . 
مبرهنة_ه--1١‏ : "قاعدة بن قرة " 

إذا كان 2-3:25-1ج » 653.2-1 > 1-1 9.2د أغددا 
أولية فإن م2278 ٠.‏ 256 عددان متحابان . 








أغداد خاصة 


البرهان 
بها أن ره "2 أعداد أولية نسبياً مثا مثتى و ى داله:ضريبة. إذا 
(ط)»١(6)8١("2)»‏ = v)2" ab)‏ .لكن ]|- ""6(2")=2 و boa‏ 
عددان أوليان . إذا"a(=4+1=302)ى‏ › 5+1-3.2517- (ط)ىء 
وعليه فإن 
ab) = (2"" -1).9.2” 1 =9. 27” 1)2" _1( ...)1(‏ "6)2 
وحيث أن 1= (»,"2). إذا 
22 . و. (1-!*27) = (ن)ى ١‏ ("2)ى = ل 27)ى 
67 (1- لوم 2280-1 , و - 
ومن (1) » (2) نجد أن 
٥)2" c( ... )3(‏ = (bھ‏ "6)2 . لکن 
(1- 1 ”9.2+ 1+ '"9.2- 9.27( "2 دك + ab + 2" c= 2" (ab‏ "2 
E WD RO ...)4(‏ 9.2۳ "2 
ومن (3) ٠‏ (4) نجدان ©”2 +26 ”2 = (6)2”6 = (0)2”86 » وعليه فإن 
”2 . 2"6 عددان متحابان. 
لا 
هذا وقد درست الأعداد التامة والأعداد المتحابة في النصف الثاني من القرن 
العاشر للميلاد من قبل أبو صقر القبيصي في بحثه " في جمع أنواع من الأعداد " 
ذاكرا قاعدة تشكيل الأعداد التامة ومبرهنة بن قرة عن الأعداد المتحابة بالشكل 
الآتي : 
إزاكل ان *251-1+2) ده 2513-1-25 دم 
EE‏ ل الت © أعداداً أولية »فإن ”2 .حع”2 عددان 
متحابان . 


GD 


أعداد خاصة 

كما أفرد الكرخي (ت ١547ه)‏ في كتابة (البديع في الحسَاب : تحقيق عادل 
أنبوبا) فصلاً عن الأعداد المتحابة قدم فيه برهاناً عاماً لقاعدة بن قرة مستنتجاً ما 

إذا كان (5,2) زوج من الأعداد المتحابة فمن الضروري أن يكون أحدهما 
ناقصاً والآخر زائداً » كما أن - (م)*ى = (2م)*ى - 2 . ثم يثبت أنه إذا كان 
ءاره ثلاثة أعداد أولية فردية بحيث أن 

نا 
2>s=D>2' . c-s=(1+a+b)s—ab‏ 


i=0 

فإن اھ "2 » >"2 عددان متحابان و >"2 عدد ناقص بينما اھ "2 عددان زائد . 

أما عبد القادر البغدادي فقد تعرض في كتابه " التكملة في الحساب " للأعداد 
المتحابة ومبرهنة بن قرة . وأما أبن سينا (77-340١٠م)‏ فقد ذكر في كتابه 
(الشفاء : الطبيعيات) ما يلي : 

إذا كانت (2”*1-1) ٠‏ 3.25-1-ج . 3.2”1-1-حط أعداداً أولية: 
فإن "2 , (1- '"9.2) "2 = (طه+ ط + 8) ”27 عددان متحابان » فإذا 
أضفنا الشرط (1- '"902) عدد أولي نجد مبرهنة بن قرة مع الشرط الزائد 
(1- 0 هو أولي ٠.‏ 

أما الزنجاني (ت 707١م)‏ فقد أعاد في بحثه "عمدة الحساب" نتائج البغدادي 
وأعطى مبرهنة بن قرة حول الأعداد المتحابة . 

أما كمال الدين الفارس (ت١77١م)‏ فقد أعاد في مخطوطه 'تذكرة الأحباب في 
تمام التحاب" أثبات مبرهنة بن قرة » كما وردت مبرهنة بن قرة عند زين الدين 
التنوخي وابن يعيش الأموي » كما وردت عند الكاشي ( ولد في كاشان 
سنة 5514ه) في كتابه "مفتاح الحساب" وعند شرف الدين اليزدي ومحمد باقر 
اليزدي. 


أمصات خاصة 


هذا وبتطبيق مبرهنة بن قرة عندما 2 = 2 نجد أن 11 -5.»2 > 25 71 <عح 
وهي أعداد أولية » وعليه فإن 220 = 27856 » 284 = 250 عددان متحابان . 
وإذا كان 4 >0 » فإن 47 = ه٠‏ 23 - ط » 1151 = ب أعداد أولية » وعليه فإن 
٠ 2“ = 24.47.23 -6‏ 24.1151-18416 -24.0 عددان 
متحابان . وقد حسب هذين العددين كل من كمال الدين الفارسي في كتابه (تذكرة 
الأحباب في بيان التحاب) - وعلي بن عبد القادر بن هيدور التادلي (ت7١:‏ ١م)‏ 
قبل الفرنسي فيرما ١0١(‏ 1155١م)‏ الذي ينسبان إليه » ولقد بين الفارسي أن 
6- (18416)"» › 18416 - (17296)*»ى كالآتي : 
)23١47( + 246* )23:47(‏ *24(6) *» = (24:23:47)*ه = (6*)17296 
6-(16)71+(15)71+1081- 
إما 
“2 + (2*(0)1151+1)*ى = )۰1151 “2) "6 = (6*)18416 
6 - 1501152+16- 
أما الزوج (9363584,9437056) والذي ينسب إلى الفرنسي ديكارت 
(0-1595٠116١م)‏ فقد حسب من قبل محمد باقر اليزدي (ت١٠٠٠١م)‏ بتطبيق 
. مبرهنة بن قرة عندما 0-7 فوجد أن 383 - 2ه 191 - c= 73727 ١ 5٠‏ 
أعداد أولية » وعليه فإن 9437056 -<ع”27 . 278-9363584 عددان 
متحابان . 
وأخيرا نود أن نشير إلى أن أويلر قد عمم مبرهنة بن قرة واكتشف فيما بين 
 ۱۷١۷(‏ ١١۷١م)‏ تسعة وخمسين زوجأ من الأعداد المتحابة منها. ظ 
(10856:10744) « (6368:6232) « (5020:5564) <« (2924:2620) 
وأكتشف الزوج (1210,1184) والذي لا يمكن الحصول عليه بتطبيق قاعدة بن 
قرة عام 181١م‏ من قبل الإيطالي نيقولو باغنيني » وأكتشف لحد الآن 900 زوج 
من الأعداد المتحابة . 


أعداد خاصة 


والآن إلى تعريف الأعداد المتعادلة المعرفة منذ القرن العاشر للميلاد من قبل 
عبد القادر البغدادي في كتابة "التكملة في الحساب" . 


يقال عن عددين طبيعيين 702,2 أنهما متعادلان (Numbers of equal weight)‏ 
إذا كان (۸) 6 = (۳) 6 . 
إذأ مصعم متعادلان ج> o” (m)+n = o(n)+m‏ 
ويقال عن ره,..., ,4 أنها أعداد متعادلة » إذا كان 
)6)4 = ۰= )ر2( 0 = (a)‏ 

مثال (؟) : 

(أ) العددان 39 » 5 متعادلان » لأن 

٠» 06 65(=1+5 +117‏ 1+3+13-17-(39*ى 
(ب) الأعداد 2-111 » 6-319 » 391 -» متعادلة » لأن 
G19) =1 +11 + 29-1‏ 6 17-41+ 23 +1 - (6*)391 
oc" (a)=1+3+37=41‏ 

ولقد ذكر البغدادي أنه : إذا كان معنا عدد مفروض ٠‏ وأردنا أن نعلم الأعداد 
التي مجموع أجزاء كل واحد منها مثل هذا العدد المفروض ٠‏ أنقصنا من العدد 
المفروض واحدا ثم جزئنا الباقي بعددين أوليين وقسمنا أيضاً بعددين آخرين أوليين 
وهكذا » ثم نضرب القسمين في التقسيم الأول أحدهما في الآخر » ونضرب القسمين 
في التقسيم الثاني أحدهما في الآخر وكذلك نفعل بقسمي التقسيم الثالث والرابع ٠...‏ 
وما يعد مما أصبح من هذه الضروب ٠‏ وكل منها أجزاءه مثل ذلك العدد المفروض 
أي أن : 

إذا كان 2 عدداً طبيعيا معلوما » وكان المطلوب إيجاد جميع الأعداد المتعادلة 
المرتبطة بالعدد ‏ » يُعبر عن ج بالشكل الآتي : 
+ .م+1-ج حيث ,و,بم أعداد أولية مختلفة لكل ...,1=1,2 فنجد أن 
(:0 ,م) أعداد مختلفة مجموع أجزائها متساوي .. 





أمصات خاصة 


ويعطي البغدادي المثال الآتي : 
مثال (") : 
إذا كان 2-57 » فإن 56-<8-1 و 56=3+53 › 56=13+43 و 
3,1,3 أعداد أولية مختلفة » وعليه فإن 7-3-053-159 »2 
9 - 013:43 عددان متعادلان » لأن 57 - (ہ) ٥‏ = (2©) "© . 
لاحظ أن الزنجاني في "عمدة الحساب" أعطى نفس التعريف السابق ونفس المثال 
مثبثاً أن 159 . 559 » 703 أعداد متعادلة » لآن 
7= 003)=1+19-37 6 
مثال )٤(‏ : 
أوجد جميع الأعداد المتعادلة المرتبطة بالعدد 49 . 
الح : 
لاحظ أن المطلوب هو إيجاد جميع الأعداد التي مجموع القواسم الفعلية لكل 
منها يساوي 49 . ولإيجاد تلك الأعداد نعبر عن العدد 49 بالشكل 
p+ 0‏ +49=1 حيث ,و, :رم أعداد أولية مختلفة ». وعليه فإن 
48= ,0 + رم وبالتالي فإن 
(19,29) , (17,31) , (11,37) , (7,41) , (5,43)- زرو (Pp;‏ 
وعليه فإن الأعداد هي 
P;q; = 5۰43= 215, û ERT aE 352-07‏ ع a,‏ 
a, =17۰31= 527 , a, =19.29= 1‏ 
هذا ونجد فيما بعد دراسة للأعداد المتعادلة في الكثير من الأبحاث الحسابية » 
ويحدد محمد باقر اليزدي (ت 777 ١م)‏ العلاقة الآتية : إذا عبرنا عن عدد زوجي 
كمجموع عددين أوليين وضربناهما في بعضهما وسُمي العدد الناتج 1 ثم عبرنا عن 
ذلك العدد الزوجي بطريقة أخرى وضربناهما في بعضهما › وسمي العدد النساتج 1 › 
لوجدنا أن العددين 20,2 متعادلان . 


أمصادت خاصة 


مثال (5) : 
)أ( 9 - 3.:13-<2ح 13+ 3 - 16 , 55 - 5١11‏ - بمج 11+ 5 - 16 و 
0 متعادلان 
(ب) إذا كان 36 = ه٠‏ فإن 
7029-3 = 4۾ ج36=7+29 ,5031=155= ,a۾ج36=5+31‏ 
17۰0193= ,۾ ج+299,36=17+19 =13۰23= a,‏ 23 +131-<36 
و84 ره, ره , ,4 أعداد متعادلة » لآن 


0 )a,)= 6)4 (= 0 )8;( = 6 )4(= 7 


تمارين 
)١(‏ برهن أن كل زوج من الأعداد الآتية يمثل عددين متحابين : 
)( 1184:1210 > (ب) 55645020 › (ج) 6232:6368 
(د) 1459512285 
)١(‏ إذا كان ٣ر‏ عددين متحابين وكان ۸ < ص » فأثبت أن ص عدد ناقص بينما 
عدد زائد . 


(5) إا كان ٣ر"‏ عددين متحابين » فأثبت أن 7-1 (5,1) + (70) » 
d\m d\n‏ 


وحقق تلك العلاقة عندما 220 - جداء 284 -2 . 
(4) أوجد جميع الأعداد المتعادلة المرتبطة بالعدد © عندما 
61-<مء n=65‏ <« 0-290 . 
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البواقي التربيعية وقانون التعاحس الثناني 


الفصل السادس 
البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 
Quadratic Residues and Quadratic Reciprocity Law‏ 
يضم هذا الفصل ثلاثة بنود ندرس فيها الجذور البدائية ووجودها 2 البواقي 
التربيعية وخواصها ورمزي لجندر وجاكوبي وقانون التعاكس وبعض تطبيقاتها . 
1-5: الجذور البدائية Prmitive Roots‏ 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على تعريف وتحديد الجذور البدائية والتي 
وردت في أبحاث أويلر عام ۱۷۷۳م ولجندر )۱۸۳۳-۱۷٣۲(‏ عام ١۱۷۸م‏ 
وجاوس عام ۰۱م » وسنبر هن على وجود مثل تلك الجذور لأي عدد اوي 3 
ثم ندرس الشروط التي يجب توفيرها لكي يكون لعدد طبيعي أكبر من الواحد 
جذرا بدائيا . 
تعريف ١-١-5‏ : 
ليكن 2,5 عددين طبيعيين . يقال عن ه أنه جذر بدائي أو إبتدائي 
)Pimitive Root)‏ قياس ١‏ (جذر بددائي للعدد )١‏ إذا كان 
(ه 1)mod‏ ع a‏ بينما (۸ 00م)1ع a"‏ لكل (0)0 > ص . 
إذأ ۾ جذر بدائي قياس م (0)ؤ = (0:0,)2 . 


مثال )١(‏ : 
() 2,3 جذران بدائيان قياس 5 , لأن 4 -(0)5 و (5 000 )1ع *2 › 
(5 8204 )1 ع *3 . 
(ب) 5,3 جذر بدائيان قياس 7 › لأن 6ح (0)7 و (7 04ص)1= 36 » 
(2007 )1ع 5° . 


مثال (۲) : 
إزاككان 2-9 »فان 2,5 جذران بدائيان قياس 9 › لأن 
6 -(0)9 و (9 0مص)1 ع 2° › )9 =1)mod‏ 5° . 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 


مثال (9): 
2 ليست جذراً بدائياً قياس 257 › لأن 2° =  0)257(‏ (2) ور ل۲ = 16 . 
مثال (4) : 


لايوجد جذر بدائي قياس 8 › لأن 4 -ر0)8 و 4 # ordg (a)‏ لكل 
¢ 1,2,3,4,5,6,7)= و2ع2 . 


وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 


مبرهنة ١-١-١‏ : 
إذا كان 3 < ۳ » فليس للعدد 2 جذر إبتدائي . 


البرهان : 
ليكن 1 -("3,2) . إذأ ۾ عدد فردي . سنثبت بالإستقراء على 52 أن 
(1)... ("2 00م )1 ع ”22 لكل 3< جر . 


فإذا كان 3= ص » فإن (1) تعني أن (8 1)5200- ”ه وهذه علاقة صحيحة ٠‏ 
لآن (8 00ص) 1= 7= 5= ”3= 1 . 
والآن لنفرض أن العلاقة (1) صحيحة عندما k=ص‏ . إذا 
1(mod 2%)‏ = 47 

ولإثبات صحة العلاقة عندما 1+ دص » لاحظ أن 

a” 21) توج )*2 لمم‎ =1+b-2* ,beZ 
وعليه فإن‎ 

a = 42:22 - (1+ 5١26(2 =1 + 26.2“ + 2م‎ .2“ 

-1+ 2**"(b + 52 . 220١ =1(mod 219 

وبالتالي فإن العلاقة (1) صحيحة عندما 1+ =k‏ ص . إذا العلاقة (1) صحيحة 


اكل 3<« . لكقن '"0)2"(=2 و ("2 4مم)اء ˆ ”22 . 


0 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس | الثنائي 


)"0)2 
يعني أن ("2 modص)‏ 1= 2 2ء وعليه فإن ("0)2 ± (ھ) Ord n‏ 0 





يوجد جذر بدائي قياس "2 . 
: 1 
الآن إلى المبرهنة الآتية التي تساعدنا في تحديد عدد الجذور البدائية لعدد طبيعي ١‏ . 
مبرهنة 7-١-5‏ : 
لیکن 1= (8,2) و (إرم,2,:٠43,,32,2-‏ ۸ نظام بواقي مختزل قياس 2 . إذا 
كان ۾ جذرا بدائيا للعدد ١‏ » فإن كل عنصر من عناصر ["*ه4,٠٠٠,47,)‏ =$ 
يوافق عنصر وحيد من عناصر ۸ . 
بما أن 1- (دية) . إا 1 -(28”,2) لكل (00)8,:-152-<خ .لکن 
(2 0204) هج أه لكل ز1۶ و ۴ نظام بواقي مختزل قياس ١‏ . إذا 
(2 0dص),ه‏ # ,ه لكل ۲۶١‏ » وعليه فإن لكل "2 يوجد عنصر وحيد 


. 2” 2 3,)000 ۸( بحيث أن‎ a; eR 





لا 
نتيجة : 
إذا كان للعدد © جذراً بدائياً فإن عدد الجذور البدائية للعدد ه يساوي ((0)8) ل . 
البرهان : 


نفرض أن 2 جذر بدائي للعدد ١‏ » إذا الجذور البدائية الأخرى للعدد 2 تنتمي 
إلى المجموعة ["ه,٠٠٠,4,47)‏ -5 حسب مبرهنة )1-1١-5(‏ . لكن 
sm SO(n), ord,(a”")= (n) |‏ 1|" | 
0(0(n))‏ د ]زا = ((n) ,(m,¢(n)‏ كم > |{m:1‏ = 
وهذا يعني أن عدد الجذور البدائية للعدد ه يساوي ((0)0)8 . 
لا 





البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثذائي 
مثال (5) : 


حقق مبرهنة (5-1-5) ونتيجتها عندما 8-9 . 
الحل : 
بما أن 6-(0)9 :2 ج در بدئي قيس 9 . إذا 
م REESE‏ ل FRE‏ 
2(mod 9) , 22 = 4(mod 9) , 2° = 8) 504 9( , 2* = 7(mod 9)‏ = 2 
5(mod 9) , 2° =1(mod 9)‏ = 25 
لكن 2 -(0)6 =( (0)0)9 › وعليه يوجد جذر بدائي آخر قياس 9 
ولإيجاده » لاحظ أن 1= (5,6) = (1,6) . إذا 5 ١=‏ جذر بدائي قياس 9 . 
مثال (5): 


إذا كان 2 جذراً بدائياً للعدد 27 ٠‏ فأوجد الجذر البدائي الآخر . 


ع 


بما أن 18-(37)1-1-(0)27 » 0)18(=6 =((0)0)27 . إذأ توجد 
خمسة جذور بدائية أخرى للعدد 27 » ولإيجادها لاحظ أن 
1= (17,18) = (13,18) = (11,18) = (7,18) = (5,18) = (1,18) 
وعليه فإن كلا 2,5,7,11,13,17 جذر بدائي للعدد 27 . 
ولكي نبرهن على وجود جذور بدائية » ونحدد طبيعة الأعداد التي تملك مثل تلك 
الجذور نورد المبرهنات الآتية . 
هنة ۳-۹-٦‏ : 1 لاجرانج N‏ 


n : 5 0‏ 
إذزاكان م عددا أولياء وكانت ×4 2 =(»)۴ » 67 ;4 »› 
: 1-0 


رض a, # 0(mod‏ كثيرة حد دود من الدرجة 1 »فلن للعلاقة 
(م 0)200 = (×)۴ » على الأكثر 2 من الحلول غير المتطابقة قياس م . 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس )الثنائي 


البرهان : 'بالإستقراء على « " 

فإذا كان 2-1 » فإن ×ره + 80 = (<)1 و 1 - (م,,8) » وعليه فإن للعلاقة 
الخطية (م 25)200- > نارح حل وحيد قياس م حسب 
مبرهنة )١-4-7(‏ . إذاً المبرهنة صحيحة عندما 2-1 . 

والآن لنفرض أن المبرهنة صحيحة عندما )= د1 ولإثبات ص كحتها عندما 
=k +1‏ د » لاحظ أنه أما (م 0)04 > (×)۴ لا تملك حلأ أو أنها تملك على 
الأقل حل واحد وليكن =× . إذاً 

. deg(g(x))=k «< f(x) = (x - a)g(x) (mod p) 

وحيث أن g(b) = 0(mod p) > f(b) = 0(mod p)‏ لكل (م a # b(mod‏ 
إذأ أي حل للعلاقة (م 200) 0= (×)ع هو حل للعلاقة (م 200) 0 > f)»(‏ 
لكن للعلاقة (م 7200) 0 > (×)ع » على الأكثر ) من الحلول غير المتطابقة 
قياس م حسب فرضية الإستقراء الرياضي . إذاً للعلاقة (م 504) 0= (»)۴ 
على الأكثر (1+1) من الحلول غير المتطابقة قياس م ٠»‏ وعليه فإن المبرهنة 


صحيحة عندما 1+ 2-12 . إذا المبرهنة صحيحة لكل. 1< 1 1 





لا 
نتيجة : 
إذا كان م عدداً أولياً و (1- م)١‏ م » فإن للعلاقة (م 200) 0 12- "× »› م 
من الحلول . 


بما أن (1-م)١2‏ . إذا يوجد "٤7‏ بحيث أن ص -1 - م » وعليه فإن 
) [1 + "× + ...+ (2 "ي + 7 ]1 - "») = 1- "("») = 1[ x1‏ 
(x" -Dg(x)‏ = 
حيث 1+ "× + ...+ ۳7× = (ير)ع , deg(g(x))= n(m -1)=p-1-n‏ 
لكن (م 0004 = (×)ع تملك على الأكثر («-1-م) من الحلول غير 
0۸٩۹(‏ 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 
المتطابقة قياس م حسب مبرهنة )"-١-5(‏ » ومن مبرهنة فيرما نجد أن للعلاقة 
(م 7-1-0004 » (1- م) من الحلول غير المتطابقة قياس م وهي 
1- م,..., 1,2,3 » كما أن (م a ' -1=0(mod‏ و g(a) # 0(mod p)‏ 
يعني أن (م 00200 >1- ”8 » وعليه يجب أن يكون للعلاقة 
(م 00200 >1 - "× » على الأقل "من الحلول . لكن للعلاقفة 
(م 0)204 =1- "× » على الأكثر ١‏ من الحلول حسب مبرهنة )"-١-5(‏ . 
إذاً يوجد للعلاقة (م 0)04 =1- "× » ١‏ من الحلول . 
0 
والآن إلى المبرهنة الآتية والتي أثبتها أويلر سنة 117١م‏ وحسب جميع الجذور 
البدائية لكل الأعداد الأولية 37> م . 


يوجد جذر بدائي لأي عدد أولي م . 
إذا كان 2 -م ».فإن 1-(0)2 = (1) 050 » وعليه فإن الواحد جذر بدائي 
قياس 2 . وإذا كان 2 < م فإن 1< (1-م)» وعليه فإن :م1 [ -1- م حسب 


i=l 
نجد أن للعلاقة‎ )۳-١-١( المبرهنة الأساسية في الحساب . ومن نتيجة مبرهنة‎ 
(م 0)204 =1- "×» بالضبط م من الجذور (من الحلول غير المتطابقة)ء‎ 
بالضبط 57م من الحلول غير‎ ×" ١ -1- 0004 ولكثيرة الحدود (م‎ 
"م - م عنصرا رتبة كل منها‎ =p" المتطابقة » وعليه يوجد (1- إم)"‎ 
› o۲۵ )4;(= تساوي ,م . إذا لكل 1,...,۲= 1 يمكن نختار عنصر ,28, 2م‎ 


r 


وعليه إذا كان ,2 ...ر4 ,4= 4 › فإن (م)0 -1- م - ord,(a)= [ [p7‏ › 


i=l 


وعليه فإن ۾ جذر بدائي قياس م . 


a 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس ١‏ الثناني 


مثال (۷) : 
لتكن 13م . إذا 22:3 1-12 -م »ولكشرة الود 
3 00 -1- “× أربعة جذور هي 1,5,8,12 أما لكثيرة الحدود 
(200413) 1=0- × جذران هما 1,12 . إذا يمكن أن يكون 5= ,2 لكن 
لكثيرة الحدود (20013) 0 -1- ”× ثلاثة جذور هي 1,3,9 » وعليه يمكن 
أن نضع 3= ره ويكون (13 2)04 = 503=15= ,2,8 -2 جذراً بدائيا 
قياس 13 . لأن 12= (0)13 = (2) و۲۵٥‏ . لاحظ أن بقية الجذور البدائية هي 

8۰3=11(mod 13) , 8۰-9=7(mod 13) , 5١:9 6(mod 13) 

لأن 12> (00,)6 , ord,,(7)=12‏ , 12- (11)وب080 . 

مبرهنة 5-١1-ه_:‏ 
إذا كان م عدداً أولياً فردياً وكان ٣‏ جذراً بدائياً قياس م » فإن ٣‏ أو م ++ جذر 
بدائي قياس "م لكل 1<" . 

اليرهان_: 
بما أن + جذر بدائي قياس م . إذا 1 - م - (050,)5 . فإذا كان 
Pp (‏ odص)1‏ ع r"‏ › فإن 

(r+ pP1=rP"+ 5 1 0 م ...ام.‎ 
”1م (ا - م) +1 ع‎ (mod p”) 
= )] p-rP 7) (mod p7”) # 1(mod p7”) 

إذأ إذا وضعنا ۲ بدلا من ص +۲ » يمكننا أن نفرض أن (2م أهص)1 ”2 . 
وحيث أن (م 1)200 ع 51 . إذا مه+1ع !”م21 7عهء. pa‏ .لکن 
ap) = (1 + ap)" (mod p™”)‏ +1( لكل 1<" . إذا 
Ord (r1) = Ord (1 + ap) = p"‏ لكل 1<" » وعليه فإن 


15١ 


البواقي التربيغية وقانون التعاحس الثنائي 





أصغر عدد صحيح موجب ) يجعل ("م 00 )1 - “(7”1) هو "م k=‏ 
وبالتالي فإن أصغر عدد صحيح موجب ؛ بحيث أن ("م 5200) 1= ۲٣‏ هو 
'“"م(1- م) ti =)p- (k=‏ .لن -"م(1- م) - (”"م)ن . إذا 
(”م 4مص) 1= 7*7 » وعليه فإن + جذر بدائي قياس "م لكل 1<" . 


نتبجة : 


إذا كان م عدداً أولياً فردياً » فإن للعدد ”م2 جذور بدائية لكل 1<" . 
او 
بما أن م عدد أولي فردي . إذا يوجد جذر بدائي قياس "م لكل 1< ۳ حسب 
مبرهنة )0-١-5(‏ » وعليه نفرض أن ۲ جذر بدائي قياس "م . 
إذا كان : عدداً زوجياً > فإن "م + ۲ عدد فردي . ومن الواضح أن "م+ م 

جذر بدائي قياس "م »› وعليه يمكن أن نفرض أن 1 عدد فردي . 
إذا 1= ("م2,)» وعليه فإن (”م2 104 - ۶ حسب مبرهنة أويلر . 
فإذا كان ۸= (۲) Ord, ım‏ > فإن ("م2) |۸ حسب مبرهنة (ه-١-5)‏ . 

وحيث أن ("م)p‏ = ("م)0)2(0=("م0)2 و 

« rT" =1(mod 2p") > r" =1 (mod 2p") 

. )-1١-ه( إذأ ه١(”م0)2 حسب مبرهنة‎ . ord „ = 0)p "(= 0)2p"( 


وعليه فإن (”م2) 0= ١‏ وبالتالي فإن : جذر بدائي قياس ”م2 . 
لا 


مبرهنة 5-١-5‏ _: 
إذا كان 2 < ج » 2 < ط أعداداً طبيعية » 1= (ط,4) » فإن 80 لا يملك جذرا 
بذائياً : 1 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس ١‏ الثنائي 


البرهان_: 
ليكن 7٤ء‏ و 1-ك,ط8) . إذا o) = (b,e)=1‏ ,8) » وعليه إذا كان 
m = ]0)0(,40)([‏ و ((0)8(,4)6)-4 ء فإن كلا من (3(,0)6)م4 عدد 
زوجي حسب مبرهنة (6--٤(‏ > كما أن 2 < 0 »ع وبالتالي فإن 


_ (a) 0(b) „ 0(4) 





< Ol 
(1) 
لكن (3 2200 )1 - 0220 حسب مبرهنة أويلر . إذا‎ 
0000 


c" = (©ثلم)‎ 4 =1(mod a) 
e" =1 وبالمثل نجد أن (1)2006- "» . لكن 1 - (3,6) . إذأ (طھ 04م)‎ 


(ab) 


وعليه فإن (20 )> (20ا* > ك )يفره حسب )١(‏ . وبالتالي فإن © 


لنت جذرا بذائيا فيان rT‏ 


لا 


3 


: 1 0 





إذا كان م عدداً أولياً فردياً » فإن “م2 - م » 2<" لا يملك جذرا بدائياً . 
البرهان : 

بما أن 2< "2 , 2< م » 1-(6“م,"2) . إذا “م”2 7 لا يملك جذرا 

بدائياً حسب مبرهنة (كددحمم . 


لا 


الآن إلى المبرهنة التى تحدد طبيعة الأعداد التى تملك جذور بدائية . 
و'دثل ۽ ول 


مبرهنة ۷-۱-١‏ : " جاوس ١١۱۸م‏ " 
إذا كان 1<م فإن «يملك جذرا بدائياً » إذا وإذا فقط كان 


”'2,"م,2,4 - 2اء حيث م عدد أولي فردي و ۳<1 . 


5 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 
البرهان : 
من المبرهنتين )١-1١-5(‏ و )1-١-5(‏ » نجد أن الأعداد التي تملك جذوراً 
بدائية هي ,2p"‏ ”2,4,2 حيث م7 عدد أولي فردي و 1< . 
ولإثبات العكس لاحظ أن الواحد جذر بدائي للعدد 2 أما 3 فهو جذر بدائي 
للعدد 4 › لأن 2 - (0)4 = (3) ,لإ . وإذا كان "م م أو "م2 دمء2 
حيث م عدد أولي فردي و 1<" فإن مبرهنة )4-١-5(‏ و مبرهنة )5-١-5(‏ 


ونتيجتها تضمن وجود جذر بدائي للعدد 2 . 


وكتطبيق على ما سبق نورد المثال الآتي . 
مثال (۸) : 
إذا كان 3 جذراً بدائياً للعدد 43 او ا و 43 
بحيث 6 = (2) وي010 . 
الحل : 
بما أن 2 -(0)6 . إذا يوجد عددان رتبة كل منهما:تساوي 6 قياس 43 . ولمعرفة 
هذين العددين » لاحظ أن 3 جذر بدائي للعدد 43 07 "۰3 42> 10> 1 هي 


)m,42( =7‏ جه 6= كنب = (31) ريه 
43 


0 
إذا 7,35=" . لكن (43 200 5- = “۰3 (43 16)200-- :3 يعني أن 
(43 37)204 > 80 = 37 » وعليه فإن أحد العددين هو 37 . ولتحديد العدد الثاني . 
لاحظ أن (43) 00م (6-) = ”(37) = 375 ج (43 6)000- ع ”3 . لکن 
(43 500) 6 = 49 = “(6-) ج (43 0مم) 2-7 ”(6-) . إذا 

(43 004ص) 7 = 36- = ”(6-) › وعليه فإن (43 7)04 = 3 . وبالتالي فإن العدد 
الثاني هو 7 . إذا 4,7 . 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس ١الثناني‏ 

وأخيراً إلى تخميني جاؤس وارتين :حول الجذور البدائية واللسذين للم تقبت 
وينص تخمين جاوس (001[66©10156) 381155)) والذي نشر عام ١۱۸۰م‏ على 
الآتي " يوجد عدد لا نهائي من الأعداد الأولية يكون العدد 10 جذراً بدائياً لكل منها ' 

إما تخمين الألماني ارتين )١157-١457(‏ والذي نشر عام ۱۹۲۷م فهو تعميم 
لتخمين جاوس » وينص على الآتي 
' إذا كان 7 >2 ٠‏ 1+ * 2 و 8 ليس مربعاً كاملا » فيوجد عدد غير منتهي من 
الأعداد الأولية يكون د جذراً بدائياً لكل منها " . 

٠. | . 

) أثبت أن 2 جذر بدائي للعدد 19 ء ثم أوجد بقيمة الجذور البدائية للعدد 19 . 
(؟) أثبت أن 15 لا يملك جذراً بدائياً . 

) أوجد الجذور البدائية للعدد 17 » علماً بأن 3 واحد منها . 
)٤(‏ أوجد جذرين بدائيين للعدد 10 . 
(5) إذا كان 1+ ”2= F‏ عددا أوليا ٠‏ فأشت أن 2 ليست جنذرا E‏ 

n+l 5‏ 
للعدد ,۴ . " لاحظ أن (1- ”۴۱2 ". 
)١(‏ أوجد الجذور البدائية لكل من 26 » 25 › 81 . 
04 أثبت أن 3 جذر بدائي لكل من ”7 , ”27 لكل 1< 12 . 
(۸) إذا كان 5 يقبل القسمة على عددين أوليين مختلفين » فأثبت أن 2 لا تملك 
جذرا أبتدائياً . " طبق مبرهنة (5-1-5) " . 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثناني 


(3) 


(۱۱) 


(۱۲) 


(۲) 


(٤( 


Quadratic Residues البواقي التربيعية‎ : 5-5 


كان وعدا اا ر وکن عجر ب إلى "م » فأثبت ثبت أن ۲ جذر 
بدائي للعدد م . 


(أ) إذا كان + > (4) له وكان 0 < ء » فأثبت أن ord, (a e‏ 


ثم أستنتج من ذلك أن 1= (2,5) ج©: - (*8) ,م050 . 

(ب) إذا كان 3 جذراً بدائياً لكل من 43:31 فأوجد جميع الأعداد 

الموجبة 2 الأقل من 31 بحيث أن 6 = (4) ر۲۵٥‏ » ثم أوجد جميع 

- الأعداد الموجبة 5 الأقل من 43 بحيث أن 21 = (4) ,و00 . 

إذا كان م عدداً أولياً فردياً وكان 7 جذر بدائي إلى "م » فأثبت أن + جذر 
بدائي إلى "م2 > إذاً وإذا فقط كان ۲ عدداً صحيحاً فردياً » ثم أستنتج من 
ذلك أن 3, 3,3,3 جذور بدائية إلى *(2)17 -<-578 . 
إذا كان ۲ جذراً بدائياً للعدد الأولي م وكان (2م 200) #1 -”(م2+10) » 
فأثبت أن (م +2) جذر بدائية إلى "م لكل 1<" . 


n 


إذا كان 3,2>7 وكان (2 إەص)1= "2 و (2 ¢1)mod‏ ؟ a‏ لكل 
قاسم أولي 4 للعدد (1-م) > فأثبت أن 1 عدد أولي و 2 جذر بدائي له . 
إذا كان + جذراً بدائياً للعدد م » فأثبت أن ”+ جذر بدائي للعدد م . إذأ وإذا 
فقط كان 1 > ( (0,4)8) . 


أن وجود أو عدم وجود حل للتطابق (2 2)00 = × » 1= (8,2) يقود 
إلى ما يسمى البواقي التربيعية وغير التربيعية » والتي ظهرت في أبحاث أويلر 
سنة 177١م‏ وأبحاث الفرنسي لجندر 785١م‏ ء وأبحاث جاوس ١130م‏ وهذا ما 


نرغب بدراسته في هذا الجزء . 


البواقي التربيعية ؤقانون التعاحكس ١‏ الثنائي 


تعريف ١-9-5‏ : 
إذا كان *7» 2« »ء فيقال عن 267 أنه بقي تربيعي. 
Residue)‏ 1 6 قياس « »ء إذا كان 1= (8,2) ويوجد 7 ٤‏ × بحيث 


أن (2 5200)خج = 7× . 


أما إذا كان 1= (8,2) ولايوجد ×٤7‏ بحيث أن (2)2002 = ”× 


فيقال عن 2 أنه باقي غير تربيعي (عuل¡es )Quad rat No"‏ قياس ¬ . 


إذا كان 2 باقياً تربيعياً قياس فيعبر عن ذلك بالشكل 885 . أما إذا كان 8 
باقياً غير تربيعي قياس ١‏ » فيعبر عن ذلك بالشكل ,371 . لاحظ أن 
a = b(mod n) 2> (aRn © bRn)‏ 


مثال (۱) : 
إذا كان 5= 1 › فإن (5 4)04 = 3= 2 , (5 1500 ع 42 ع 12 و 
1= (4,5) = (1,5) . إذأ وه لكل (1,4)ع 2 و :2ه لكل 2,3)€ 8 . 
لاحظ أن 
2= لح - || aN;‏ :زع ه] |= laeZ;:aRs j|‏ 
5 4 1 ۰ 
إذاكان 2-7 ء فإن (7 )1= 6= 12 › (7 00م 2 ع 4= 32 › 
(7 4)004 = 22-52 1= (4,7) = (2,7) = (1,7) . إذا aR,‏ لکل 
(1,2,4)ع2 . وحيث أن 1-(6,/7) > (5,7) -(3,7) و (7 30000 ¢ ”×› 
5(mod 7)‏ # × » (6)2007 # ”× لکل xX E2:‏ إذا aN,‏ لكل 
3,5,6 عه . لاحظ أن 
و لج - |[ lae Z;:aR,J|=| (ae 2j: aN,‏ 





البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 
7 : 
إذا كان 9= ۸ ء فإن 1= (8,9) = (7,9) = (5,9) = (4,9) = (2,9) = (1,9) 
و (9 =1)mod‏ ”8= 1 ؛ )9 =4)mod‏ 7= 2 « 
(9 7)004 = 52 = 42 . إذأ وه لكل 1,4,7)» 2 . أما و×ه فلكل 
(3,5,8) عه . لاحظ أن 


fae م2‎ : aR, }| = | (ae Z;: aN, |) و‎ 


2 
مثال )٤(‏ : 
إذا كان 11= 2»ء فإن 1= (8,2) لكل ‡1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) € ›a‏ 
كهمانن (m0411ص)9=‏ 32-82 , (500411 )4 = 22292 , 





, 4 =7 د‎ 5(mod 11) , 5 =6 0011م 3 ع‎ , 1 2102  1)2001[1( 
۾ وأن‎ ٤ )2,6,7,8,10 ( إذأ ,۸ة لكل ( 1,3,4,9) ع 8 بينما ,١ه لكل‎ 


11-D _ 
2 


مثال (5) : 
إذناكان 15<23-05-<ه. فإن [1,2,4,7,8,11,13,14) p)15(=‏ و 
(4)00015 = ”(13) = 8 = 7 = 2و (015مم)1 ع 142 = 1) = 4= 1 
إذا 1,5 لكل (1,4) 2 بينما 21,5 لكل (12,7,8,11,13,14 عه . لاحظ 





(ae Ziı:aRı, j| =| لاله :رك م‎ = 





ل 
15 * 
la eZ: aR, |= =2‏ 
2 
٤ Fr‏ 32 
وبصورة عامة إذا كان n=[ [pî‏ عددا صحيحا فرديا فإن 


دز 
جه - llaeZ;:aR,}‏ 





للك 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس االثناني 
إذناكان 27-33-<2ه »فان 18-(0)27 › 1= )a,27(‏ لكل 
ae {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26 `‏ و 
(27 04 )16= 232 = 42 , (27 4)04 = ”(25) = 2 › 
25)mod 27( » 12 = )26(2 =1)mod 27(‏ = :(22) = 52 
=19)mod 27( » 72 = )20( = 22)mod 27(‏ ”(17)= 107 › 
7)mod 27( » 82 = )19(” > 10)204 27(‏ = ”(14) = ”(13) › 
=13(mod 27‏ )16( = )11( 
وعليه فإن ور ۸ه لكل ( 1,4,7,10,13,16,19,22,25) 4٤‏ و بوللة لكل 
ae 12,5,8,11,14,17,20,23,26(‏ . كما أن 





| {a eZ}: aR») = {a € و2‎ : aN} | 2 1( و_‎ 


وبصورة عامة إذا كان "م = ۸ عدد فرديا فإن 


١ _ (P-Dp™" 
))4 ج لمرالة :م2‎ 3 





(مرالة:مي462)]|- 





وهذا ما توضحه المبرهنة الآتية 
ميرهنة ١-۲-١‏ : 
إذا كان م عددا أوليا فردياً وكان 7 >8 و (”م,1۰)a<"‏ ء فإن 


(p-1) ٍ‏ "م 
)ا( "م312 إذا وإذا فقط كان ("م 1)00 2 4. 


(p-1) 1‏ ”م 
(ب) Np"‏ إذا وإذا كان (”م 04ص)1-= ?7 ©8. 


(ج) "مه إذا وإذا فقط كان ,21 . 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 


البرهان 
(( نفرض أن "م ۸ه . لذا يوجد حل ,× للتطابق (”7م 200) 2 = »× › 
وعليه فإن ("م 0dص)‏ 4= × . لکن 1-(”م,8) . إذا 1-("م,:<) »› 
وعليه فإن 
رم m-1‏ 


m-1 m‏ ادم دم ج م 
("م a" “2 (x) 2 =x" = x}? =1(mod‏ 


حسب مبرهنة أويلر (aT)‏ 
ادص حسم 0 

ولإثبات العكس نفرض أن ( "م dلمص)‏ ]= 2 ۾ وان ٣‏ جذر بدائي 

قياس "م . إذأ “+ -2 لبعض قيم »! حيث (1- "0) > غ1 >1 » وعليه فإن 

pm) 


= a = 1(mod p") 

لكن (1- م)'” ”م > (”م)ن - j] . ord, (r)‏ ) )ته ما يقل 

القسمة على (1- م' لك «k=2t‏ 

7ح6] وبالتالي فإن =a (mod p")‏ “مح (r)?‏ > وعليه فان r‏ حل 
للتطابق ("م 2)200 = ”× » وبالتالي فإن ”م88 . 


ماعط اسم 
2 1 


(ب) نفرض أن 1- ("8,5) ,"مةه . إذا 1(mod p")‏ = ”4 : 
مبرهنة أويلر )١-5-5(‏ . لكن 


الم اجو p-1‏ 


-(a7 ° + =0(modp™)‏ 5 6529-1-8 ”مج 1 ”ماج 
و -1#0(modp")‏ ا > لأنه إذا كان 

("م120)000- 5 00 > فإن "م ۸ه حسب(أ) وهذا خلاف الفرض. 
إذا -1(mod p")‏ = 0 ' 
ولإثبات العكس أفرض أن ”م312 تجد أن (”م1)200 ع 9 2 


PJ. m-1 
. aN وعليه إذا كان ("1)20017- = 1 2 ۾ » فلن "م‎ 


و" 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس | الثناني 


m-1 :‏ احم 
(ج) نفرض أن ”م232 . إذأ ("م 10204 "7ه ءوعليه فإن 
m-1‏ باجم احم 
(م 1)204 2 2 4 وبالتالي فإن (م 21004 2 2 حسب مبرهنة 
p-1‏ 
فيرما . وبوضع 2-1 في (أ) نجد أن م ۸ة <> (م 1)000 2 42 . 
1- 


ولإثبات العكس نفرض أن aRp‏ إا (م 00م )1 = 2 ۾ . وحيث أن 
('*"م a? = bP (mod‏ > ( "م Vm >1, a= b (mod‏ 





p-1 p-1 m-1 ٍ‏ 
إذا 1(mod p"”)‏ ع 2 ه ج (م 1)20200 2 2 ج » وعليه فإن 
Û‏ 
نتيجة : (Euler's Criterion)‏ 
إذا كان م عدداً أولياً فردياً » 1= (م,8) فإن 
احم 
(أ) a2 =1(modp) <+ aRp‏ . 
: لعن 
)ب( a? =-1(modp) > aNp‏ . 
البرهان : 
ضع 1= m‏ في مبرهنة )١1-5-5(‏ تحصل على النتيجة . 
لا 
مثال (۷) : 


13-1 
إذا كان 13م » فإن (2122-1)00013 26 - 2 2 » وعليه فإن 


21 أما (13 004 )1 - 1= ”7 = 36 › وعليه فإن و3 » بينما و,خ41 
لأن (20013 )1ع 22 ع 4° . 

مثال )۸( : 
إذاكان 25= 5= فإن 0-10 =-1(mod 25) , pe1‏ "2 › 
(25 إ0ص)1-= '3 » وعليه فإن ور 2N‏ ,ر×3 بينما 4۸825 لأن 
(25 0مص)1 ع 4° كما أن R25‏ 11 » لأن (25 إەص)1= "(11) . 


١ ١ ١ حححز‎ 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثناني 
والآن إلى تعريف رمز لجندر ودراسة خواصه . 
تعريف ۲-٦‏ -! : (لجندر 14۸( 
إذا كان م عدداً أوليا فردياً و 1-(3,8) › فيعرف رمز لجندر 
Symbol!)‏ عملمععع.آ) (م/2) كالاتي : 
إذا كان aRp‏ 1 
إذا كان (a/p)=+4-1 aNp‏ 
إذا كان م 220200 0 
مثال (5) : 1 
() إذاكان 7-م ء فإن 1-(4/7) -(2/7)-(1/7) » لأن كلا من 1,2,4“ 
٠‏ باقي تربيعي قياس 7 . أما 1- - (6/7) =(5/7) > (3/7)؛ لأن كلا من 
6 باقي غير تربيعي قياس 7 . 
(ب) إذا كان 11= ص » فإن 
٠» )1/11( = )3/11( = )4/11( = )5/11( = )9/11( - 1‏ لان ,28 عندما 
1,3,4,5,9= 4 . أما 
1- = (10/11) = (8/11) = (7/11) = (6/11) = (2/11)»لأن aN,‏ عندما 
0 =4 . 07 
مبرهنة 5-7-5 : 
إذا كان م عددا أولياً فردياً وكان 2 © ا ,ج ٠‏ 1= (م,ة) = )a,p(‏ › فإن 


p-1 


(a/p) = a 2 (mod p) (Î) 
. (ب) إذا كان (م 20700)ط = ۾ › فإن (م/6) ع (م/8)‎ 
. (ab/p)=(a/p)(b/p) (ج) 1-(م/82). ؛ (د)‎ 


احم 
(ه) 1-(م/1) , 2 (-1/p)=(-1)‏ ء و) (ab /p)=(a/p)‏ . 
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(أ) بتطبيق مبرهنة )١-1-5(‏ أو نتيجتها نجد أن (م SS a‏ : 
(ب) بما أن (م 204) ط >8 إذا إذا وجد حل لكل من (م 000) =a‏ × و 
(م 004) ط = ”× » فإن لكل منهما نفس الحلول وعليه أما لكل من 
(م =a )mod‏ ”× › (م 0مص) طا = × حل أو ليس لكل منهما حل . 
إذا (a/b)=(b/p)‏ . 
(ج) بما أن ۾ حل للعلاقة (م أمص) 222 ”× . إذا 1 -(م/82) . 


p-1 p-1 p-1 


(ab/p) = (ab) 2 =a 2 -b (mod p)= (د) بما أن (م/6)(م/8)‎ 

الع( وا أن لرمجز لجر او 1 أن 21 .+ إذا اكان 

(م/56)(م/2) + (م/86ة) › فإن (م 1)200- >1 ء وعليه فإن 

(م 200) 0 =2 » ومنها نجد أن 2 - م وهذا يناقض کون م عدداً أولياً 
فردياً . إذأ (م/0)(م/2) -(م/5ه) . 

(ه) بما أن 1 (م,1) . إذأ بوضع 8-1 في (ج) » نجد أن 1-(م/1) » 


احم 
وبوضع 1- = 2 في (أ) نجد أن (م أمص) 2 (1-)=(مط/1-) . لكن 
احم 
إذا کان 1= ٠ (-1/p)‏ فإن 1- 2 (1-) ٠‏ وإذا كان 1-- (م/1-) ¢ 
ام P21‏ 
فإن 1-- 2 (1-) »ء وعليه فإن * (1-)=(م/1-) . 


(و) بما أن (م/62)(م/8) = (م/ط4) حسب (د) » وبما أن 1-(م/52) 
حسب (ج) . إذأ (م/3) -(م/802) . 0 

نتيجة : إذا كان م عدداً أولياً فردياً » فإن 
إذا كان (4 1)500 > م 1 


-(م/1- 
إذا كان (4 0dص)3‏ = م CHR)‏ 





البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 
البرهان : 
إذاا كان 1+ ص4=م . فإن PL 2m‏ عدد زوجي .لکن 


p-1 


(1-)-(م/1-) س مبرھن (۲-۹- ۲ه ) . إذا 
2m +1 TT‏ لحم 
عدد فردي » وعليه فإن 1- = '*"(1-) = (م/1-) . 
لا 
وكتطبيق للمبرهنة )۲-۲-١(‏ ونتيجتها نورد ما يلي . 
د :)٠‏ 
أثبت أن للتطابق (17 38)5000- = ”× حل . 
الإثبات : 
بما أن 404+1 = 17ح م . إذا 1= (م/1-)حسب نتيجة مبرهنة (5-5١-؟)»‏ 
وعليه فاإن (38/17) = (1/17(038/17-) = (38/17-) . لكشن 
(4)200417 = 38 . إذا (4/17) = (38/17) حسب مبرهنة (5-١-1ب)‏ . 
لكن 1= (22/17) = (4/17) حسب مبرهنة (5-١-7ج)‏ . إذأ 1= (38/17)» 
وعليه فإن ,8 38 وبالتالي فإن للتطابق (17 38)05200- = ”× حل . 
:)١١ .‏ 

برهن على عدم وجود أعداد صحيحة لإ,ا بحيث أن 11+ ”× = ” 
اهترظن كه سحو 9982 ك تيوك 3 . إذا 
(4 04ص) 11+ × = ”ر » وعليه فإن (4 3)5200+ ×= ”ر › ومنه نجد أن 
(4 04م)0 = 3 + × » وبالتالي فإن (4 1)00 > 3- = ”× وعليه فإن 
4 )1= × . إذا (9+ ×3 - 22 (3 + ») = 27 + × = 16+ ”ر .لکن 
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(4 4مم) 1= × . إذأ (4 0مص) 3 = ×9 + ×3 - × » وعليه يوجد عدد أولي 
(م )mod‏ 3 > مو (م 200 ) 0 > 9+غ:3 - 7 » وبااتالي فإن 


2 
(م 204 ) 0 = 16+ ”ر» ومنها نجد أن (7 (mod‏ 150+ 1 »> وعليه فإن 


5 2 
(mod p)‏ 1- د 2( . ذا («/ا-) -( م ) » وعليه فين 1= (م/1-) 
و (4 3)04 = م وهذا يناقض نتيجة المبرهنة (5-5-؟) . إذاً لا 


يوجد 7» ,× بحيث أن 11+ ×= y7‏ . 


والآن إلى المبرهنة الآتية التي تبين بأن عدد البواقي التربيعية قياس م يساوي عدد 
البواقي غير التربيعية قياس م » كما توضح كيفية حسابها . 
مبرهنة ٤-۲-٦‏ : 
p-1‏ 


إذا كان م عدداً أولياً فردياً > فلن 0 = (م/4) < 


a=} 


البرهان : 
لیکن م ا قياس م . إا كل عنصر في (r...)‏ = $ يطابق 
عنصراً وحيدا في [1- ص,...,1,2) = 2 حسب مبرهنة )۲-٠-١(‏ » وعليه 
فإن لكل 1- م > ۾ >1 يوجد عنصر وحيد 1 » وحيث 1- م > 1 >1 بحيث 
أن “5 = 2 » وبالتالي فإن (م/7) = (م/3) حسب مبرهنة (١-۲-۲ب)‏ . لكن 
(mod p)‏ )7 = 7 = (11/0) حسب مبرهنة (5-5-) . 


1 
وحيث أن + جذر بدائي قياس م . إذا (م -1(mod‏ = 2 ۽ وعليه فإن 


“(1-) = زو" . إذا “(1) - 6/0 > وعليه فإن 


5 1-م 0-1 
0= ل (8/5)ر2 
[ع- a=]‏ 





البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 


نستنتج من مبرهنة (4-5-5) ».أنه إذا كان م عدداً فردياً أولياً وكان ۲ كرا 
بدائيا إلى م » فإن (م 7*”)0200 باقي تربيعي قياس م و (م 2”*!)200 باقي 


هو + 


غير تربيعي قياس م » حيث الكل © 11 . 


2m+1 


لا 
مثال (۱۲) : 
إذا كان 11= م » فإن 2 جذر بدائي قياس 11 › لأن 10= (0)11 = (2) ٣ه‏ » 
وبالتالي فإن البواقي التربيعية قياس 11 هي 
(11 4متهم) 1= 2° , 3ع 2 , 29 26 , 5 > 24 , 4 ع 22 
أما البواقي غير التربيعية قياس 11 فهي 
(0011<<) 6 222 , 27 27 , 210 2 , 5 232 , 21-2 
ا 
)١(‏ أوجد البواقي التربيعية وغير التربيعية لكل من 13,23,29,31 . 
(۲) أوجد البواقي التربيعية لكل من 21,25,35,105 . 
0( حقق مبرهنة (5-7-5) عندما 3 - م2 17-م. 
(4) إذا كان 2 جذراً بدائياً إلى 19 » فأوجد جميع البواقي التربيعية إلى 19 . 
(5) برهن على عدم وجود أعداد صحيحة ل,× بحيث أن 7+ كو , 
6 إذا كان م عددا أولياً فردياً وكان Rp‏ » فأثبت أن : 
(أ) 4 ليست جذرا بدائيا إلى م . 
(ب) إذا کان 4 p = 1(mod‏ » فان مكآلة -م). 
(ج) إذا كان (4 3)000 2 م > فإن N‏ رة-م) . 
(۷) إذا كان 1+ ”2 = م عددا أولياً » وكان ,١ه‏ » فأثبت أن 2 جذر بدائي 


إلى م " طبق مبرهنة (1-5-5) " . 


۲۰ 


0 


(۹) 
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إذا كان كل من م » 1+ م4 = 0 عدداً أوليا وکات aN,‏ > فأثبت أن : 
(أ) أما أن يكون 2 جذراً بدائياً إلى © أو أن 4 = (050,)8 . 
"لاحظ أن 21 يعني ٩(‏ 00م)”*3 = (3/0) = 1- » وعليه فإن 
ord,(a) =1,2,4,p, 2p, 4p‏ " . 
(ب) 2 جذر بدائي إلى © . 
إذا كان 3 < م عددا 8 > فأثبت أن 
إذا كان (043ص)1=م 1 
(3/p)= 2 00‏ 
إذا كان (2)20013 م 1[1- 
ثم أحسب (3/13-) . (3/19-) › (3/17-) › (3/23-) 


a ا‎ (1۰( 


" Quadratic Reciprocity Law قانون التعاكس الثنائي‎ " : ۳-١ 


ينص قانون التعاكس الثنائي على أنه " إذا كان ٩‏ ,م عددين أوليين مختلفين » 


)2/13( , (3/13), )7/13( , )6/13( 


فأما لكلا التطابقين (000)م = ”× و (م 000)ن؟ > ”× حل أو ليس 
لكليهما حل بشرط أن 7,04 ليسا على الصورة 3+ 4 . أما إذا كان كل منهما 
على الصورة 3 + 4 » فإن لأحد التطابقين حل بينما لا يوجد حل للآخر " . 


وقد خمّن أويلر قانون التعاكس سنة 747١م‏ نتيجة لبحثه عن القواسم الأولية 


للأعداد التي على الشكل "5+ ”2 » ثم أعاد صياغته دون إثبات سنة ۱۷۸۳م » 
وقدم لجندر أثباتيا جزئيا (غير مكتمل) لذلك القانون سنة ١۷۸٠م‏ » شم أعاد 


جاوس أكتشاف قانون التعاكس وهو في سن ١8‏ سنة وأثبته سنة 195١م‏ ونشر 


البرهان سنة ١١۱۸م‏ » ثم قدم جاوس سبعة براهين أخرى لذلك القانون » ويوجد 
اليوم 200 برهان لهذا القانون . 
ولإثبات قانون التعاكس وتناول بعض تطبيقاته نورد الآتي : 


۹¥ 
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مبرهنة "Gauss Lemma '" :١-*-5‏ 
إذاكان م عدداً أولياً ry,‏ 75 » 8 » 1= مa,p)‏ وكانت 


,1 ص 20100 = ۸ وكان ١‏ يمثل عدد عناصر ۸ التي باقي قسمة 
كل منها على م أكبر من ج » فإن "(1-) -(818) . 


البرهان : 
بما أن 1 (م,8) . إذا (م dمص)#0×‏ لكل ×٤۸‏ ؛ كما أن 
(م y,)mod‏ د × لكل A۸‏ ع ل8اى< . 
والآن لنفرض أن ۲,..., 5:5 هي بواقي قسمة عناصر ۸ على م والتي 
تحقق العلاقة 2/م > 1 >0 أ ,55 هي بواقي قسمة عناصر .۸ 





. على م والتي تحقق العلاقة Î <s; <p‏ إذا m+n=P‏ > كما أن 


م8 - ...و و8 - ]و 8 - 2 و N...‏ أعداد صحيحة موجبة كل منها 


أقل من 2 . 
والآن لنفرض أن 8 > 5-مط لبعض قيم ,1. إذا وت «cuVEZ‏ 
لج كب رن > 1 > بحيث أن r; = va(mod p)‏ « (م sS; = ua(mod‏ « 


وعليه فإن (م 006200 > =p‏ ,1+ ,5 2 7(9 +1) .لکن 1 - (3,2) . إِذ 
(م 0)mod‏ = + + نا وهذا غير ممكن لأن 1-م >7 +1 >1 . إذ 
۴ ,5 - م لكل [,1 » وبالتالي فإن 

1 

B= {f , Ip PSP > زرة > .وو‎ > {1,2,. E 1 
وعليه فإن‎ 


) 115 () تج1.2...2 د( رره- م11‎ (Pz) 
دز !دز‎ 2 2 


۲۰۸ 
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إذا Pp)‏ مسار Ir: TIC Sر(= (PZ‏ » وعليه فإن 


(Tin |) 115 5-005 0‏ 
لکن لكل 8 ٤‏ طا يوجد ۸ ٤‏ عبحيث أن (م 200 > ٠‏ . إذا 
(mod p)‏ !) = ا = 0.4022۰۰ "(1-) › وعليه فيان 
1- 
)5 ا 7"( .لکن 1=( واج ) . 


ادم احم 
إذا (م )mod‏ 1= 2 a۾."(1-)‏ › وعليه فإن (مp‏ 000) "(1-)= 2 a‏ 


1 


احم 
لكن (م204) 7 5-(م/3) حسب مبرهنة (4-؟-؟أ) . إذ"(1-) - (م/4). 


مثال :)١(‏ أحسب (3/11) » (7/11) . 
الحل : 
بعنا تن P1s‏ . إذآ عندما 8-3 » نجد أن 
A= {3,6,9,12,15}‏ 
{3(mod 11),6(mod 11),9(mod 11),1(mod 11),4(mod 1 1)‏ = 
1= ”(1-)=(3/11 . 
أما عندما 7 = هء فإن 


لعا 


(417,14,21,28,35 
{7(mod 11),3(mod 11),10(mod 11),6(mod 11),2(mod 11) }‏ = 
وثلا” ا عاد , A‏ اکر , من 1ا . ذا 3 «N=‏ وعليه فإن 
- = ”(1-)=(7/11) . 
ومن تطبيقات مبرهنة )١-۳-١(‏ ما يلي : 
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مبرهنة 5-8-5 : 
إذا كان م عددا أولياً فردياً » فإن 
إذا كان (8 1)5000+ = 1 
إذا 5 : 0 ذ ميم 
البرهان : 
بما أن 8-2 . إذا (1- م,:»:٠,4-11,4,6‏ . ولحساب ١ء‏ لاحظ أن 
م عدد فردي . إذا p=4m+1‏ < 3+ ص40 دم . 
فإذا كان 1+ 4۳ = م » فإن 
{xe A|x=tp +r,r > p/2}‏ 


P1 -1 ... P1 
-[xe4| x= 5 _) + 2k, k =1, ١ 


وعليه فإن أ7 -م . لكن "(1-) -(م/2) حسب مبرهنة )١-7-5(‏ . إذا 
إذا كان (8 dمص)1=م‏ 1 
إذا كان (8 3)0200- م 1 


أما إذا كان 3+ ص4 = م 


p-1 
(2/p)= )-1( ° ا‎ 


{xe A|x مح‎ +r,r > p/2} 
- زوع‎ × =) + 2-1,» =1, 2, | 


وعليه فإن ےہ 0 وبالتالي فإن 
إذا كان (2-1)0008-تم 1 E‏ 
(2/p)=(-1) * = E‏ 
إذا كان )8 p= 3(mod‏ 1- 
إذا 
إذا كان )8 p=7F1(mod‏ 1 


ح (م/2 
إذا كان )8 4مم)3+ دم 5 0 


51 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس االثنائي 


نتيجة (1): 
21م 


إذا كان م عدداً أولياً فردياً ء فإن 5 (1-) =(م/2) 
البرهان : 
بما أن 
إذا كان )8 p=F1(mod‏ 1 
إذا كان )8 3)000+ دم 1- 
إذأ » إذا كان 21 "8= م » فإن 


)=2 حسب مبرهنة (-۳-٦(‏ : 


p” -1_ (8m F1) -1 
8 8 


p-1 


۶ عدد زوجي » وبالتالي فإن 1= 5 (1-) . 


أما إذا كان ۴3 8۳ = م » فإن 


= 8m? + 2m 


وعليه فإن 





2 احم : 
gm? F6m +1‏ لحم عدد فردي ء وعليه فإن 1-= 5 (1) . إذا . 
p-1‏ 
(2/p)= (-1) 5‏ 
لا 
نتيجة (؟) : 
إذا كان (8 1)000- = (1+ )2٩‏ = م عددا أولياء فإن 0/1/1 . 
البرهان : 
بما أن (1)m048-=م‏ . إذأ 1 ->(2/0) حسب مبرهنة )۲-۳-١(‏ . لكن 
p-1‏ : 
(م 204) 2 2= (م/2) حسب نتيجة مبرهنة )١-۲-١(‏ . إذا 


1-م 


1 p1 
لكن 21= 2 2 » إذا (م 21)200 25 » وعليه فإن‎ . 2 2 =1 )mod (م‎ 
2 2 . 
. pص/M, إذا‎ . M4 - 22-1 .لکن‎ م١)25-1(‎ 
لا‎ 
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مثال (؟) : 
1671M )(‏ › لأن (8 1)204- 12 + (2)83 = 167 عدد أولي . 
(ب) وM,7 ١‏ 359 › لأن (8 1)200- > (1 ١179+‏ 2) = 359 عدد أولي . 
(ج) ,15117 › لأن (8 1)000- 1+ (75) -151 عدد أولي . 


: ٣-٣-٦ مبرهنة‎ 


إذا كان كل من 1+ م2,م عددا أولياً فردياً » فإن 27 جذر بدائي 
إلى 20+1 . 
البرهان : 
نفرض أن 28+1 -4 . بما أن م عدد فردي . إذاً (4 1)04 2م أو 
)4 3)0200 دم . 


(أ) إذا كان (4 1)5200> م › فإن 2= 20 لكن م00)0(<2 إذا 
م2,ط,1,2 > (2) ,ره . فإذا كان 1= (2) ٠ ٥۲۵,‏ فإن ذلك يعني أن 
(9 2210204 » وبالتالي فإن 411 وهذا غير ممكن . إذا 
ord, )2( 1‏ . وإذا كان 2(=2) ,]0 › فإن (0 200 )1 > ”2 › 
وعليه فإن 13 وهذا غير ممكن لأن 1+ م2 =4 . إذا 2 6 (050,)2. 


٤‏ ا2 

وحيث أن (0 إمص) 2= 2 2/4(=2) حسب مبرهنة )۲-۲-١(‏ و 
(8 3)0 = 1+ م2 ع و . إذا 1- - (م/2) مبرهنة (۲-۳-۹) › 
وعليه فإن (0 1)204- - 2 » وبالتالي فإن م6 (080,)2 . إذا 


م2 -(050,)2 » وعليه فإن 2 جذر بدائي إلى ¶ . 
p-1‏ 
(ب) إإاك ان 4 5=3)m01م‏ .ف إن 2-= 2 (1-)2 و 
(1/9()2/0-) - (2/9-) - 2-) .ن 1+ م2 دو . إا 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس ١‏ الثنائي 


(4 200) 3 = ¶ ء وعليه فإن 1- -(1/0-) حسب نتيجة مبرهنة 
()-۲-٦(‏ و 1= (2/q)‏ حسب مبرهنة (-۳-٦(‏ ¢ وبالتالي فإن 
٩(‏ 04ص)1- > ”(2-) › وعليه فإن م ± (2-) پل . 

وإذا كان 2(=1,2) ,ل۲٠‏ » فإن ذلك يعني أن 0١13‏ وهذا غير ممكن . 
إذأ #1,2 (2-) ,080 ٠‏ وعليه فإن (0)0 = م2 = (2-),050 » وبالتالي 


فإن 2 - جذر بدائي إلى © . 
لا 
مثال (") : 
(أ) 2 جذر بدائي إلى 179 » لأن 1+ (2)89 -179 وكل من 89,179 عدد 


p-1 


أولي فردي › كما أن 2= “(1-)2= 2 (1-)2 . 


(ب) 2- جذر بدائي إلى 167 » لأن 1+ (2)83 = 167 وكل 83,167 عدد 
83-1 آم 

أولي فردي و 2-= !*(1-)2 - 2 (1-)2 - 2 (1-)2 . 
وقبل إثبات المبرهنة الآتية » لاحظ أن [×] يمثل أكبر عدد صحيح أصغر من أو 
يساوي ×۰ 

مبرهنة 4-9-5 : 
إذا كان م عدد ا أولياً ٠»‏ وكان 2 عدداً فردياً > 1= (مa,p)‏ › فإن 
ل 
(a/p)= )-1(“‏ 


لتكن A={a,2a,--,( 7a)‏ . إذا أي عنصر من عناصر 4 على الشكل 
8 . وبقسمة 18 على م نجد أن +٤‏ م۰ 4 - 18 » حيث 1- م > +1 >1 
وعليه فإن (8/ )+ ٩‏ = م/12 › ومنها نجد أن ,و = [م/a)]‏ 





البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 


وعليه إذا كان لج >» >1 ء فإن 


(1)... با + ka = [ka/p]‏ 
والآن لتكن ٳ۰۰۰,۲, 45,59 = 8 مجموعة بواقي قسمة. عناصر ۸ على م 
التي تحقق العلاقة 0<r <p/2‏ > ولتكن C= {S'S}‏ مجموعة بواقي 
قسمة عناصر ۸ على م التي ت تحقق العلاقة م > ,و> ج . إا 2/م> )1 يعني 


أن 8» ع؛ . أما إذا كان 2/م < مغ » فإن © » ,) » وعليه من (1) نجد أن 


0 ... يحلل + يول ka= 8 * [kalp]+‏ م 

لكن (لجظ,...,1,2) دإ he‏ مدو ماني Ds‏ 
Dn + 2060 -50- Pp: >5 ...)3(‏ 26 
وبطرح (3) من (2) نجد أن 


اجر !م 
دما [ka/p]-n‏ 2 ,>2 ) مدعا 2 (a-1(3‏ 
k=1‏ 


k=1 
لكن (2 1)200 > 22 م . إذا (2 0)2040 = 1 - ه» وعليه فان‎ 


)0- 2k = 0(mod 2) 
k=] 
-1 
ومنها نجد أن‎ > 3 [ka/p]-n )= 0(mod 2( وبالتالي فإن‎ 
k=1 
E Rel 
k=] 
إذا‎ .)١-5-3( لكن "(1-) = (/8) حسب مبرهنة‎ 
0 [ka/p] 
(a/p) = (-1)*" 
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البواقي التربيعية وقانون التعاحكس ) الثناني 


والآن إلى قانون التعاكس والمبرهنة الآتية . 
مبرهنة 5-7-5_: 'قانون التعاكس لجاوس" 
إذا كان ,م عددين أوليين فرديين مختلفين » فإن 
q-1‏ 1- 
(P/Qa/p) =D *‏ 
٣‏ 
رک٤‏ ر٤ S={(x,y)JeZ? ٤×٤,‏ 


إذا لا يوجد 68(ل,×) بحيث لم = × » وعليه يمكن تجزئة 5 إلى مجموعتين 


3 
8,8 ۰ حيث 


S, ={(x,y)eS [qx > py ( , رذ‎ ={(x,y)eS |qx < py } 





إذا 
15y <[qx/p]‏ لج (xy)eS, e 15x <s‏ 
وعليه فإن 
احم 
[م/2ه] 2 ,2 |Sı|=‏ 
x=‏ 
£ 0 
وال تھ أن [9/لام] 2 ر2 =|ر5| » وبالتالي فإن 
ادير 
0-1 1-م 0 0 
مجك . نج - |يذا+ | [qx/p]+ 5: 2 [py/q]=|S,‏ 2 > 
x=1 x=‏ 
لکن 
ام 
[qx/p]‏ 2 [4/اما Zz“‏ 
'*(1-) = (0/م) ؛ ”(1-) (q/p)=‏ 
[-ن 1 


1 E 7 
(p/q) (q/p) = (-1) 2 2 حسب مبرهنة (4-7-5) . إذا‎ 





البواقي التربيعية وقانون التعالحس الثناني 
نتيجة )١(‏ : 


إذا كان 2.0 عددين أوليين فرديين مختلفين 8 فإن 
إذا كان (4 200 )1 2 وأو(4 1(mod=مp‏ 1 
(p/q) (q/p) = u‏ 
إذا كان )4 p=q=3(mod‏ 1~ 
البرهان : 
> 0-1 1-م e e‏ 
بما أن ,م عددان فرديان . إذا E‏ عدد زوجي إذا وإذا فقط كان 


واحد على الأقل من العددين 4 ,م على الشكل 1+ 4k‏ » وعليه فإن 
p-1 4-1‏ 


(p/q) (q/p)= (-1) 2 2 =1 


أما إذا كان (4 2700) 3 = و = م2 فإن E‏ عدد فردي » وعليه فان 
1 





2 2 


اجواحم 
2 


(q/p) = (-1) --1‏ (و/م) 


إذا كان ورم عددين أوليين فرديين مختلفين ٠‏ فإن 
إذا كان(4 =1(mod‏ وأو(4  p=1(mod‏ (م/0) 
إذا كان )4 4مس)3 دو دم -(q/p)‏ 
إذا كان )4 p=1(mod‏ أو )4 q=1(mod‏ » فإن 1-(م/4) (P/q)‏ 
حسب نتيجة )١(‏ . وعليه فإن (/)) = (ص/4) (05/90) . لكن 1-(0/57) 
إذا (م/4) -(0/م) . 
أما إذا كان (4 23)500 بن 2 م »فإن 1--(م/4) (0/0) حسب 
نتيجة )١(‏ » وعليه فإن (م/4)- - ”(ط/4) (0/0) ؛ وبالتالي فإن 
(م/؟)- -(0/م) . إذا 
إذا كان )4 =1(mod‏ وأو(4 l= (q/p) p=1(mod‏ 
إذا كان )4 0040© )3 ع وم .(م/0)- 


a 


|- وام 


اليواقي التربيعية وقانون التعاكس | الثنائي 


إذا كان ±3 م عدداً أولياً فردياً » فإن 
إذا كان (12 1)200+ > م 1 
0 3 = (م/3) 
إذا كان (12 dمص)‏ 5+ 2 م 1- 
البرهان_: 
بما أن (4 3)04 - 3 . إذا بتطبيق نتيجة (۲) من مبرهنة (5-7-5) نجد أن 
إذا كان (4 1)004 > م (3/م) 
BE 8 e ..)1(‏ 
إذا كان (044ص)3= م (3/م)- 
وبتطبيق قانون التعاكس نجد أن 
p-1 (3-)p-D‏ 
4 1-)(3/م) 2 (1-) (-3/p)=(-1/p)(3/p)=‏ 
.)p/3( = )p/3(‏ '”(1-( = 





وعليه فإن 

إذا كان (3 1)2200 مر 
إذا كان (2)2003 = م 
ومن (1) » (2) نجد أن 


1 
(2).. أ ولق ويم 


p=1(mod 4)^p = 1(mod 3) )‏ أب 1 - (م/3) 
2(mod 3) )‏ دتمم (4 p = 3(mod‏ أن 
=3=-1(mod 4)^p = 2 = -1(mod3) )‏ م p=1(mod12)v(‏ + 
+p =1(mod12) vp = -1(mod 12)‏ 
1(mod 4)^p = 2(mod 3) )‏ = م (>1-= (3/p)‏ 
=1(mod 3)J^p = 3(mod 4) )‏ م ( V۷‏ 
p= 5(mod 4) ^ p = 5(mod 3) )‏ ( + 
p=-5(mod 3)^p =5 (mod 4) )‏ أب 
5(mod 12) v p = -5(mod 12)‏ = موجه 


البواقي التربيعية وقانون التعالحس الثناني 


إذا كان (12 100+ p=‏ 


عليه فار 
وعليه فإن إذا كان (12 5)5200+ > م 


1 
em1 


والآن إلى بعض التطبيقات والأمثلة الآتية . 
مثال )٤(‏ : أحسب 
٠ )41/89( )(‏ (ب) (69/389) 
الحل : 
(أ) (4 4(,41>1)204 1)200 > 89 وكل من 41,89 عدد أولي فردي 

إذأً (89/41) = (41/89)حسب نتيجة )١(‏ مبرهنة (5-8-5) لكن 
(41 04م)7 = 89 . إذا (7/41) = (89/41)حسب مبرهنة(۲-۲-۹ب) 
لكن (41/7) = (7/41) حسب نتيجة (۲) مبرهنة (5-9-5) . كما أن 
(7 04م)6 412 . إذاً (6/7)-(41/7) .وعايهف إن 
(2/7()3/7)- (6/7)- (7/41) . لكن 1-=(3/7) حسب مبرهنة 
(5-7-3) » 1-(2/7)ح سب مبرهنة )١-"-3(‏ . إذا 
1- = (1-)1 - (41/89) . 


(ب) (3/389()23/389) = (3.23/389) = (69/389). اكقسن 
(12 04م) 5 = 389 . إذأ 1- -(3/389) حسب مبرهنة (5-8-5) 
وحيث أن (4 389-1)5200 . إذا (389/23) = (23/389) حسب 
نتيجة )١(‏ مبرهنة (5-"-ه) . لكن (23 04م) 2- = 389 . إذا 
(2/23-) = (389/23) حسسب مبرهنة (1-7-5ب) . لکن 


23-1 


(1/23()2/23-) =(2/23-) و 1-= 2 (1-)-(1/23-) حسب 
مبرهنة (5-؟1-1ه) 2 1-(2/23) حسب مبرهنة (1-8-5) . إذا 
1-= (2/23-) » وعليه فإن 1= (1-)(1-) = (69/389) . 
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البواقي التربيعية وقانون التعاحخس ‏ الثنائي 


أثبت أن 3 جذر بدائي إلى 17 . 


بما أن (12 00) 5 172 . إذا 1--(3/17) حسب مبرهنة (1-8-5) . 

2 17-1 

لكن (20017) 3= 2 3/17(=3) حسب نتيجة مبرهنة )١-5-5(‏ . إذا 
(1)20417- = 3 › وبالتالي فإن (17 00 )1 ح "3 . لكن 16- (0)17 
إذا (0)17 = (3) و۲۵٥‏ » وعليه فإن 3 جذر بدائي إلى 17 . 

: )١( مثال‎ 


أثبت أن للتطابق (227 5)000 = × حل . 


بما أن للتطابق (م 2)04 >2 حل إذاً وإذا فققط كان 1-(م/8) . 
وبما تن 2/5(=1) =(227/5) =(5/227 . إذأ للتط ابق 
(227 5)0 = ”× حل . 
مثال (۷) : 
هل للتطابق (299 dإ0ص)‏ 17= ”× حل ؟ 
الحل : 
بما أن 29913٠23‏ . إذاً للتطابق (299 إمص) 17= ”× حل إذا وإذا فقط 
كان للتطابقين (23 ل0ص)17= ”× و (13 04ص)17= »× حل . لكن 
1- = (1-)1= (2/17()3/17) =(6/17) = 23/17 = (17/23) . اذا ليس 
للتضابق (23 04) 217 »× حل . وعليه لا يوجد للتطابق 
(299 00م) 2-17 ”× حل . 


وأخيراً إلى تعريف رمز جاكوبي نسبة للرياضي الألماني )۱۸١١-٠۱۸٠٤(‏ › 


ودراسة خواصه 8 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثناني 


تعريف 5-”-1: 


إذا كان 72 6 2,1 وكان 2 عدداً فردياً وا > م[[-<مء حيث بم 
دز 
أعداد فردية أولية » فيعرف رمز جاكوبي (80601/ز5 126061) كالآتي : 


(:م/1[1)38-<(28/2) › حيث أن (,م/28) رمز لجندر . 


1-ز 
لاحظ أن : (أ) 0 -(8/2) ج> 4,1(<1) . 
(ب) 1= (4/1) لكل 2ع 8 . 
مثال (۸) : 


() (3/5(3/7 = (3/35). لکن (12 00م) 5 = كو (12 200) 5- 72 


إذأ 1- -(3/5) » 1- - (3/7) حسب مبرهنة (1-7-5) » وعليه فإن 
1= (1-)1-)=(3/35 . 


(ب) (6/5()6/7()6/11) =(6/5۰7۰011( = )6/385( 
(2/5)(3/5)(2/7)6/7)(2/1)6G/11(‏ = 
حسب مبرهنة (4-15-5ه) . لكن (8 إ0ص)3- > 5 » 
(8 4مص)1- =7 › (8 0مم)3 112 . إذا 1-=(2/5)› 
1= (2/7)» 1- - (2/11) حسب مبرهنة )۲-۳-١(‏ . وحيث أن 


٠» 5 = 5 (mod 12(‏ (12 4مص) 5- 2 7 › (12 4مصم)1- 11 . إذا 


1--(3/5) » 1-=(3/7) . 1= (3/11) حسب مبرهنة مم 2 
وعليه فإن 
(-1)(-1)(D(-D(-1) (0) =1‏ =)6/385( 


: ۷-۳-١ مبرهنة‎ 


إذا كان ۳,۸ عددين موجبين فرديين ٠‏ وكان 7 © 2,6» فإن 
(ab/ n) = (a/n)(b/ n) (Î)‏ 


¢ 


(a, mn) = (a/m)(a/n) )ب(‎ 








البواقي التربيعية وقانون التعاكس | الثناني 
(ج) إذا كان (۸ 204)ط ‏ ھ »ء فإن (ه/8) -(ه/8) . 
9( 05د مات « (a)‏ 55 )د سم لم/س) 
و( =D‏ نم2 . 
البرهان : 
سنبرهن (د) » (ه) » (و) ونترك الباقي للقارئ . 
() تفرض أن ,م] [ =1 » إذا 
)ررم / 11[ م/م 
لكننا يمكن أن نبرهن بالأستقراء على ۲ » أن 


(mod 20‏ 1>1 مرك لطر . إا 5 م 


5 
(ه) نفرض أن ,م] [ =۵ ٠»‏ رو1] ٣=]‏ 
j=1 i=1‏ 


(m/n)(n/m)= [ [[ [ (رو/ بم)‎ (q;/P) 


دز 1دز 











E (pı-1)(qj-1) رن مء ج‎ 
IIE E pS 
i= دز‎ 
لکن‎ . )٥-۳-٦( حسب مبر هنة‎ ) 
EP =1 qj 71 _ kp =1 34j 21 
۴ PN, كك‎ 
A 2 2 22 23 
ومس لجس او ذا‎ 2) « DP امس جه‎ 2) 
j=1 ١ 
أاحساجه‎ 
2:7 2 


(m/n)(n/m) = )-1( 


البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثناي 


(و) إذا كان 3,6 عددين فرديين » فإن 


nod 8)‏ د (1- لا ے1 ر 1ھ _ 1- طم 


2 2 _ 2 8 
وعليه فإن (2 0 )(1-_ 8 ,1ھ ے1( إذا 








pî =1 _ n2 -1 
وعليه فإن‎ » < 8 (mod 2) 
i=] 


م 


ET‏ ؟ 5(-) - (رم/1)2[- لم/2) 
i=!‏ 


0 


تمارين 

› )15/107( › )-56/103( › )30/71( , )-42/89( 

(219/383-) , (21/221) , (3/97) , (22/11) ,(51/7) . 
(؟) أحسب (0/م) عندما 7,11,13 م ٠‏ 227,229,1009 -0. 


(۳) بتطبيق مبرهنة )١1-7-5(‏ أحسب كلأ مما يأتي 
(23/41) , (6/31) , (5/19) , (8/17) . 
(4) (أ) أثبت أن 143١27,‏ › وو1791281 › ,28 227١‏ . 
(ب) أثبت أن 1- "2 = ,31 عدد مؤلف عندما 
n=11,23,131,239,251‏ . 
(5) أثبت بتطبيق مبرهنة )۳-۳-١(‏ أن : 
(أ) 2 جذر بدائي لكل من 107,227,467 . 
(فق) :2ت کے كلمن 477143,263:: 


البواقي التربيعية وقانون التعاحس ١‏ الثنانيى 


لأي من علاقات التطابق الآتية حل ؟ 
x”=5(mod 313)  )(‏ . )ب( )1009 x” = 7(mod‏ 
)ج( )413 x” =42(mod 97)  )د( « x”=121(mod‏ 
(ه) )79 x” =-43(mod‏ « (و) )89 3x” + 6x + 5= 0(mod‏ 
إذا كان م عدداً أوليا فردياً » فأثبت أن 

إذا كان (8 3)0040 > م أو (8 40مم)1 > م 1 


ذا كان | (-2/p)=‏ 
إذا كان (8 1)04- > م أو (8 5)004 م 1- 


أوجد جميع الأعداد الأولية التي تحقق : 
(5/p) )(‏ “< (ب)1-(م/10) 
إذا كان 1+ "24 = م عدداً أولياً » فأثبت أن 7 جذر بدائي إلى م . 
"لاحظ أن (7 5)0200 > م أو (7 3)5200 = م وبالتالي فإن 
(7/p)=(p/p)= -1‏ ". 


0 (أ) إذا كان م عددا أولياً فردياً أكبر من 3 » فأثبت أن : 


p=1(mod 6)‏ 1 
(-3/p)=‏ 
p= 5(mod 6)‏ 1- 
(ب) أستخدم )( لإثبات وجود عدد غير منتهي من الأعداد الأولية التي على 


الصورة 1+ 6M‏ . 
'ملاحظة: أفرض وجود عد منتهي ,٠٠٠,,‏ ,م ثم ضع 3+ ”(,٠٠٠ر1=)2'‏ 


)١١(‏ (أ) برهن على وجود عدد غير منتهي من الأعداد الأولية التي على الشكل 


. Sm ~1 


ملاحظة: أفرض وجود عدد منتهي ,٠٠.,,‏ ص وضع 2 - ٣م[‏ = "٩‏ 
i=1‏ 
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البواقي التربيعية وقانون التعاكس الثنائي 


(ب) برهن على وجود عدد غير منتهي من الأعداد الأولية التي على الشكل 
80+3 . 


'ملاحظة: أفرض وجود عدد منتهي منها ,م,:٠٠,‏ ,وضع 2 + n=[[p}‏ 
i=]‏ 
)1١(‏ إذا کان 1+ 2= ,۴ عدداً أوليا » فأثبت أن 3 جذر بدائي إلى ,۴ . 
'ملاحظة: طبق مبرهنة (5-”-5) " . 


)١9(‏ أحسب (28/2) عندما 2,2,3,15,42-,1-=ھ› 
n= 7,11,13,91,25‏ 
)٤(‏ (أ) إذا كان ”8ه » فأثبت أن 1= (۸/ه). 


(ب) بين بمثال على أنه إذا كان 1= (38/2) » فإن ,2(1. 


2f 2f 2F 2f 2f 2f of 


بعض المعادلات الديوفنقية 





بعض المعادلات الديوفنتية 
Some Diophantine Equations‏ 
المعادلات الديوفنتية أو السيالة هي معادلات يقل عددها عن عدد المجاهيل 
الواردة فيها » وبالتالي قد يكون لها عدد كبير من الحلول الممكنة (وهي حلول 
عددية صحيحة) . 
هذا ولم يكن ديوفنتس الأسكندري "بين القرن الثالث والرابع للميلاد " أول من 
تعامل مع أمثال تلك المسائل (بل كان أول من بحثها بالتفصيل في كتابه المسائل 
العددية Arithmatica‏ ( لأن الفيثاغوريون حلوا المسألة 1= ”ر - ×2 قبل 
ديوفنتس بأكثر من قرنين » وحل هيرون 8 الذي عاش بين ٠١٠5١ق.م‏ و 
٠١‏ للميلاد » الكثير من المسائل السيالة مثل : إيجاد مستطيلين محيط الأول 
يساوي ثلاثة أمثال محيط الثاني ومساحة ا مساحة الثاني . 
أي (/3)2+138 دن + ع <« XJ =ZW‏ 
وتعامل الهنود والصينيون مع أمثال تلك المعادلات › ويعتقد بأن الهندي أريابهاتا 
(475 ق.م) هو أول من وضع حلأ عاماً للمعادلات الديوفنتية بمجهولين . 
وتعامل العرب والمسلمون مع المعادلات الديوفنتية » ققد تطرق الخوارزمي 
(٠650-18م)‏ في الجزء الأخير من كتابة "الجبر والمقابلة" وهو الجزء المخصص 
لمسائل التركة والقسمة إلى بعض المسائل غير المحدودة إلا أن لا شيء يدل على 
أهتمامه بالمعادلات الديوفنتية » أما أبو كامل شجاع بن أسلم المصري 
(١٠۸م‏ -370م) فقد بيّن في كتابة "الطريف في الحساب" أن بعض المسائل تبقي 
وحيدة الحل وبعضها له عدة حلول بإعداد صحيحة وهي المسائل السيالة أو 
الديوفنتية » وبعضها له عدة حلول بإعداد ليست صحيحة › وقد أورد العديد من 
الأمثلة وحلها بطريقة تختلف عن الأسلوب الهندي 
)۲°( 


بعض المعا دلأرت الديوفتتية 

أما في كتابة " كتاب في الجبر والمقابلة " الذي كتبه عام ١٠۸۸م‏ » فقد عالج ثمانية 
وثلاثون مسألة ديوفنتية من الدرجة الثانية » وأربعة أنظمة معالات خطية غير 
محددة » ومجموعة من مسائل تعود إلى متواليات حسابية. 


x+1(y+z+u)=s (2 + 1(x+z+u)=s 


و - (2 + برج عمط + نا z+ +y+u)=s‏ 


ومعادلات من النوع 
2 
= , ر =+ ax Fbx+ce=y? ax‏ 


ثم درس أنظمة المعادلات من الشكل ”ر=و+ 2« , 22-05-22 


ودرس السمؤال المغربي (ت اه ه) في كتابة "الباهر في الجبر" معادلات من 
الشكل 5+ يرع - ”ر › ×ط + =a”‏ ”ر 


2n-1 _ 2 


ax” F bx y7 , ax” F bx 


هذا وتعامل المسلمون مع المعادلة 7= ”ر + ”× وثلاثيات فيثاغورس أو 
المثلثات العددية القائمة الزاوية » فقد أشار السمؤال المغربي في كتابة " الباهر في 
الجبر" إلى أبحاث أبو سعيد السجزي (۰٥۹-٤۱۰۲م)‏ وابن الهيثم (٠9-95١٠١م)‏ 
في هذا المجال » إضافة إلى جل السجزي للمعادلة #)ر+...+ )+ ×= ”× . 
ويوجد بحثان آخران يعالجان المثلثات العددية القائمة الزاوية الأول لأبي جعفر 
الخازن (من علماء القرن الرابع الهعجري) والآخر لأبي الجود بن الليث 
(ت 5١٠٠م)‏ . فقد أثبت الخازن أنه . 

إذا كانت 2 © 2,لا,:ا » 1- (80,*) » وكان ‏ عدداً زوجياً » فإن الشروط الآتية 


AD 


بعض )لمعا دلارت الديوفنتية 


)0( = + 2× 5 
)۲( توجد أعداد صحيحة موجبة 21,52 » 1= )0”,١(‏ وأحدهما فردي والآخر 


زوجي بحيث أن م + 2-1202 , 22 - 2102 لا , 2008 عع . 


ثم يثبت قضايا أخرى » ويحل المعادلة 2+ ...+ 7× = × . ويدرس المعادلتين 
4ج - ر + 2× 5 = ر + كع 1 

أما أبو الجود بن الليث فقد تطرق في رسالته عن المثلثشات العددية القائمة 
الزاوية» إلى مسألة تكون تلك المثلثات والشروط اللازمة لتكون المثلشات البدائية 
"الثلاثيات البدائية" وينشئ جداول لتسجيل أضلاع المثلثات الناتجة ومساحاتها » 
ونسبة هذه المساحات إلى المحيطات › وذلك انطلاقا من ثناتيات أعداد صحيحة 

k =1,2,3,-°° < «مرم)‎ +k) 
أما محمد باقر اليزدي (ت 1577١م) فقد كتب بحثاً صغيراً لحل المعادلة الديوفنتية‎ 
×2 = ×2 ...ب ترم‎ 

أما مسألة تحليل عدد طبيعي إلى مجموع مربعات أعداد طبيعية فقد طرحت من 
قبل ديوفنش » وبحثت في القرن العاشر للميلاد من قبل الخازن » ونعلم اليوم إن 
هذه المسألة قادت باشيه (١1540١-158م)‏ . ثم فيرما (١1550-15601م)‏ إلى 
دراسة تمثيل عدد طبيعي (الأعداد الأولية تحديدا) على شكل مجموع مربعات . 
أما المعادلتين 7= ر + × , 4ج - “رر + “× » فقد بحثت من قبل كل من 
الكرخي والخجندي (ت ١٠٠٠م)‏ والخازن وابن سينا )٠١258-94٠0(‏ والخيام 
)١10-١54(‏ والبيروني (917-:5١1م)‏ » وابن الخوام البغدادي 
(7375-174١م)‏ وكمال الدين الفارسي (ت ١77١م)‏ مؤكدين عدم وجود أعداد 
صحيحة تحقق أياً منهما . أما المعادلة "7= "ر + "× » 1<3 فقد درست من 
قبل فيرما مؤكداً عدم وجود أعداد صحيحة تحقق تلك المعادلة بشرط أن 
0 7 ر× ء وقد أثبت الإنجليزي أندرو وايلس صحة ذلك سنة ٤۱۹۹م‏ ومنح عليه 
ميدالية فيلد في الرياضيات . 


بعض المعادلات )لديو فنقية 


هذا وتوجد معادلات ديوفنتية مهمة أخرى مثل المعادلة 1= ”رل - ج 
حيث ل ليست مربعاً كاملاً والتي تنسب إلى الإنجليزي جون بل (511١-1586١م)‏ 
بدلا من فيرماً الذي وضعها سنة 501١م‏ مخمناً وجود حل واحد على الأقل لتلك 
المعادلة يختلف عن 1+ -2 2 0 - ر. فمثلاً أقل قيم إلى إر× تحقق المعادلة 
1= ”و5 - ”× هي 9+=× . 4 7۳ر . أما أقل قيم إلى ,× تحقق المعادلة 
43y =1‏ - ”× فهي 531 7= ر, 3482 7= × . 

وقد ابت تخمين فيرما من قبل الفرنسي لاجرانج (7-117104١1481١م)‏ سنة ۸١۱۷م‏ 
ور ااي ديركلي ل ۷ طريقة لحساب أقل الأعداد 
التي تحقق المعادلة 1= ”رل - × استخدم فيها الدوال المثلثية » وأعطى الألماني 
كرونكر (۱۸۹1-۱۸۲۳) سنة ۳٦۱۸م‏ طريقة أخرى لحساب أقل الأعداد التي 
تحقق تلك المعادلة بإستخدام الدوال الناقصية (Elliptic function)‏ . 

أما المعادلة الديوفنتية 1= ر - ”×التي وضعها كاتلان سنة 1845م وخمقن 
بأنه إذا كان 7 ع ل8,<* » ,م » فإن الحل الوحيد لهذه المعادلة هو 
3 --,2-ئز-م . وقد أثبت ميهيلسكو (141211650) سنة 7١٠٠م‏ 
صحة ذلك التخمين . 

أما المعادلة الديوفنتية 7× 2+1 ٠١‏ فيعود تاريخها إلى سنة ١۱۸۸م‏ عندما 
خمّن بروجارد (8:001850) بأن الحلول الوحيدة لها في 2 هي 
1-112,71+1-7+إ5, 52 =1+!4 » وفي سنة ١۱۸۹م‏ كتب الهندي 
رامنجين )١170-17441/(‏ نفس التخمين » وقد أثبت كرايجك (علنطء3)1ة11) صحة 
ذلك التخمين لكل 5000 >2 . 

أما المعادلة الديوفنتية +k‏ ×= ”ر والتي تسمى معادلة موردل 
Equation)‏ ااMorde)‏ المكتشفة سنة 977١م‏ من قبل الإنجليزي موردل 
(۱۹۷۲-۱۸۸۸) والتي تمثل منحياً ناقصاً (عامناه باام‌ناا۴) في المستوى 


aD 


بعض المعادلات الديوهنتية 


الأسقاطي الحقيقي(01206 ع۷ااءعزهإم 18631) » فإن وجود أو عدم وجود أعداد 
صحيحة تحقق المعادلة يعتمد على قيمة ع1 . فإذا كان 1= K‏ » فإن الحلول الوحيدة 
في 7 للمعادلة 1+ ×= ”ر هي (2,723) , (1,0-) , (1+,0) . أما إذا كان 
K =5‏ » فليس للمعادلة 5 - ×= ر حل في 7 » وإذا كان 28--<ع1 » فإن 
الحلول الوحيدة في 7 لتلك المعادلة هي (37,7225) , (8,722) , (4,76) . 


Linear Diophantine Equations المعادلات الديوفنتية الخطية‎ :_١-1 
يعتبر هذا النوع من أبسط أنواع المعادلات الديوفنتية » وسنركز أهتمامنا في‎ 
0 هذا الجزء على حل المعادلتين‎ 


ax+by=c < ax+by+cz=e 


ونبدأ بما يلي : 
مبرهنة :1١-1-١1‏ 
(أ) يوجد حل للمعادلة » - رط + جه » إذا وإذا فقط كان 4١6‏ » حيث 
(طية) - 0 . 


(ب) إذا كان ,لا ,× حلا للمعادلة © - لإ + جه » فإن أي حل آخر لهذه 
المعادلة يكون على الشكل : 
غ)(3/0) - رلا - ل , ا(6/0) + ب-ع . حيث ع1 . 
(أ) نفرض أن ,لإ ,× حل للمعادلة ع - رط + جه . إذأ © ع ,رط + ,جج . 
لكن (8,6)-4 . إذأ 418 وط ال »ء وعليه فإن (رلإط + 41١),‏ حسب 
مبرهنة (؟1-١-١ه)ء‏ وبالتالي فإن 416 . 


ولإثبات العكس نفرض أن 4١6‏ . إذا يوجد ۲٤7‏ » بحيث أن Q٣‏ -» . 


بعض المعاددلايت الديوونتية 





لكن (3,6)-4 . إذا يوجد 2 © 20,8 بحيث 4-213+68 حسب 
مبرهنة (؟1-١-5])‏ . إذأ ۲ط + معح - c=rd‏ » وعليه فإن 1280 2 عرء 
= ر حل للمعادلة >= رط + جج . 

(ب) بما أن لإ × حل للمعادلة ح رط + جه . إذا © > ax, + by,‏ . 
والآن ففنفرض أن 11,78 حل آخر للمعادلة ح رط +جج . إذا 
bw =1‏ +201 » وعليه فإن 
ax, + by, = au + bw + a(u—x,) = b(y, = Ww) ... )1(‏ 

لکن (ط,ھ) = 4 . إذا يوجد ٣,۶ ٤7‏ » بحيث أن 1 - (5,) و 

2 5 > 8 , 5 -2 حسب نتيجة )١(‏ مبرهنة )۸-١-۲(‏ 

ومن (1) » (2) ينتج أن 

r(U~x,)=s(y, Ww) ... 3( 

وعليه فإن (,× - ۱۲)۵ء » لکن 1- (7,83) . إذا (×- )۱ء حسب 

مبرهنة (۳-۲-۲أ) » وعليه فإن 

(4) ... 1ت 241 ع ذا EE EGO‏ 

ومن (3)» (4) ينتج أن 11- 18# - إل » وعليه ف إن 

4 )- ,¥ 87-38-11 .لکن 

ax + by =a[x, + (b/d)t] + b[y, - (a/d)t] = ax, + by, =c 

وعليه فإن ٠» ×= × + )5(/ d(1‏ ا(/4)- ,= ر حل للمعادلة >= را + جج 








e 


إذا كان 1= (3,5) » وكان ,× لا الاد © - رط + جه » فإن أي حل 
آخر لهذه المعادلة يكون على الصورة اط + ,ا - عدا 86 - بلا - نق23 ع1 
يسمى إل, ,× الحل الخاص (5010408 إaاParticu)‏ للمعادلة > = ا + يج . 


- 


0 








بعض المعادلات الديوهنتية 


24x + 68y -6 ... )5( 


بما أن 4 -(24,68)-4 و 4136 . إذا يوجد حل للمعادلة (5) حسب 
مبرهنة )١1-١1-١/(‏ » ولإيجاد الحل . لاحظ أنه بإستخدام القسمة الخوارزمية › 
نجد أن (1-)68 + (3)24 -4 -0 ٠»‏ وعليه فإن 

36-90-9.3-024+9.68)-1( = 27١24 + 68)-9( 


وباات الي ف إن 227 ×+ 2-9 ربو وعليهف إن 
x - 27+ £ .t= 27 +6‏ -9-= 24.1 - و در > :]حل 
للمعادلة (5) . 
مثال (۲)_: 
حل المعادلة 
5x + 13: -8 ... )6(‏ 
الحل : 


بما أن 1-(5,13) . إذاً يوجد حل للمعادلة (6) حسب مبرهنة )١-١-۷(‏ 
ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن (13)2+ (5-)5 -1 » إذآ 

(13)56 + (140-)5 = (28)13()2 + (5-)(28)5 =28 ؛ وعليه فإن 
6 = رلا , 140- - ,× حل خاص للمعادلة (6) . أما الحل العام هو 

17 حيث‎ x= با‎ +b --140+134 , y=y, - 8] - 56 - 54 

ملاحظة : 

قد يكون من المفيد إيجاد الحلول الموجبة للمعادلة »© = را + جج . 

ولإيجادها يجب أن يكون 0 < 6+(0/) + ,×=× , 0 < -)4/d(‏ رلا -ن8. 


an 





بعض المعادلأت الديوونتية 
مثال (") : 


أوجد الحلول الموجبة للمعادلة 

499 ع‎ - 49y = 0 ...)7( 

الحل : 
بما أن 1= (49 -,499) . إذا يوجد حل للمعادلة (7) حسب مبرهنة )١-١-1(‏ 
ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن 
49y = 300200 499)‏ - ^ )49 3000200 = :499:2 ج 300 = 499x - 49y‏ 
وبحل التطابق (49 إمص) 300 = ×499 » نجد أن (49 6)800 = ×9 › 
وعليه فإن (49 2)0200 = ×3 وبالتالي فإن (3 2)0100- = 497 حسب 
الملاحظة ص (15) ٠‏ ومنها نجد أن (3 200) 1= 2- >2 » وعليه فإن 
1+4 2*ء ثم ع 1 . لكن طتقة x‏ . إذا 

حر 





= 499(17 + 49)- 30 


دين )499 +2167 49 


=17+49t 


ومن الواضح أن 0<× ء 0< ر لكل ٠)٤7‏ وعليه يوجد عدد غير 

منتهي من الحلول الموجبة إلى المعادلة (7) . 
مثال )٤(‏ : 

حدد الحلول الموجبة (أن وجدت) للمعادلة 

(8) ... 5318-1 +472 
بماأن 59> (472,531) و 5911121 . إذأ للمعادالة (8) حل حسب 
مبرهنة )١1-1-١(‏ . ولإيجاد هذا الحل » لاحظ أن 

59 = 472)-1( + 1 

إذأً (531)19 + (19-)472 =(1121=19)59 ؛ وعاي ده ف إن 
=-19,y =9‏ × . 


بعض المعادلات الديوفنتية 


أما الحل العام فهو 


x = xı + (b/d)t =-19 + Lt = -19 + 9t 


† ٤7 لكل‎ y= yı -(a/d)t =19- 2t -19 - 8t 


لكن 0< و ۷<0 يعني أن < و > . وعليه فان 1 2 
ولكن لا يوجد عدد صحيح بين 12 . إذا لايوجد حل صحيح موجب 


للمعادلة (8) . 


مثال (0) : 
أوجد الحلول الموجبة للمعادلة 
44x + 20 - 0 ... )9(‏ 
الحل : 
بما أن 4 -(44,20) =4 و (20)2 + 44 -4 . إذا 
(300-)20 + (44)150 = (150)4= 600 
وعليه فإن 300- - رل , 150- × ويكون الحل العام هو 
x=150+5t , y=-300-11t , +»7 |‏ 
لكن 0< × يعني أن 30- <4: أما 0< رر فيعني أن 27.27- - لالكليت > ) 
إذا 27.27->30>1- و 7ع4)» يعني أن 28 - , 29-=) » وعليه فإن 
الحلول الموجبة للمعادلة (9) هي 
x=150-145=5 „, y=-300+319-9‏ 
x=150-140=10 , y=-300+308=8‏ 


والآن إلى المثال الآتي . الذي ورد في كتاب "الطريف في الحساب" لأبي كامل 
شجاع بن أسلم المصري (170-850م) » والذي يختزل فيه نظاماً من معادلتين 
ديوفنتين إلى معادلة واحدة بمتغيرين ويحلها . 


بعض المعادلايته الديوهنتية 
مثال )١(‏ : 
ذفع إليك مائة درهم » فقيل لك ابتع مائة طائر من حمام وبط ودجاج . فإذا 
كانت البطة بدرهمين › والحمام كل ثلاثة بدرهم » والدجاج كل أثنين بدرهم . قكم 
تشتري من كل نوع . 
الحل : 
نفرض أن عدد الحمام = × » عدد الدجاج = لر » عدد البط z=‏ . إذا 
«x+y +Z=100 ... )1(‏ 


ت ۆێ Xx‏ 
(2) ... 100 22 


ومن (1) نجد أن (ر + ×) - 2-100 » وبالتعويض في (2) ينتج أن 
10x + 9y = 0 ... )3(‏ 
لكن 1 (10,9):, 1-10-9 2 إا (600-)9 + (10)600= 600 » وعليه 
فإن 100= ,2 , 600- - رلا , 600 = ,× ء وبالتالي فإن 
y=y, - 8 - -600 - 101‏ , 96 + 600 - )6 + رك حير 
vVteN‏ 100+1<0-<(600-10-]9 + 600( - 100 - 2 


200 666 , y<0+ > -0 


إذأ 60- > †> 66.66 - » وعليه فإن 
1-,62-,63-,64 , 65 - , 66 = 1 
x=6 , y=60 , 25-0‏ 
x=15 , y=50 , =5‏ 
XxX=24 , y=40 , 2-6‏ 
x=33 , y=30 , 2-7‏ 
x=42 , y=20 , Z=8‏ 
9- جم , y=]0‏ , 51-ي 


-ح<+ج 0< 


وهذا ما وجده ابن أسلم المصري . 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي تضمن وجود حل للمعادلة الديوفنتية بأكثر من 


بعض المعادلات الديوهننية 





ميرهنة ۲-١-۷‏ : 
يوجد حل للمعادلة الديوفنتية 


=C ... )10(‏ وى 3 + +٠١0‏ وا و3 + «a,x,‏ 2522 . 
إذاً وإذا فقط كان » ١‏ (يه,“-٠,‏ ر4, /2) 
البرهان : 


ليكن (,32,--:, وة, ب2) -0 › وليكن ولا,.... إل حلا للمعادلة (10) . 
إذأ =e‏ بورج . لكن ,418 لكل هر...ر1 1 . إذا (وبة ا . 
i=1‏ 1=1 
وعليه فإن 01١6©‏ . 
ولإثبات العكس نفرض أن 4١6‏ . إذا يوجد ۲٤7‏ بحيث أن 44 ٠=‏ . لكن 


(,8,..., ,8) =4 . إذا يوجد 2 »© ,لا,..., إلا بحيث أن - إلإب212 حسب 
i=1‏ 
n‏ 
مبرهنة )۷-١-۲(‏ , وعليه فإن =٥‏ ۲4=(إرا) ;4_< › وبالتالي فإن 
11 


3 > ,...ى ول ع وا , 23/7 ع را حل للمعادلة (10) . 








لإيجاد الحل العام للمعادلة الديوفنتية التي تحتوي على أكثر من مجهولين 3 
نختزل تلك المعادلة إلى معادلة بمجهولين ٠‏ ثم نوجد الحل » وتوجد طريقتان لحل 
مثل تلك المعادلات . 


الطريقة الأولي : ليكن 


.N>2 «< aX, + وغ و8‎ +٠٠١ + 3, Xx, > © ... )10( 
ولنفرض أن‎ » 4١6 ٠ 4- )3,.2--,2,( وليكن‎ 
ح وكا‎ 011 + 3397 , Xx, =U + 037 ... )11( 








بعض لمعا دلا الديوفنقية 


نختار 0,8,1,5 بحيث أن 1= 37 - 08 ٠‏ وعليه فإن 
م8 بركة > 1 , رع + رع ددر" 
إذا Z‏ 1,9.©6 © نك 6 م , دو 


BOER Ee 


وبالتالي يمكن حل المعادلة 1= إ6 - 095 وليجاد ١,»ء‏ وبالتعويض في (10) 


نجد أن 


و اذا کان 


)12( ... 9011-26 ىة +0 (a,‏ + ينوع ورة + ... + و و3 + ax,‏ 
وعدد المتغيرات في (12) أقل بواحد من عدد المتغيرات في (10) . ونلاحظ أن 
(وقديوة)- = (a,-ı a, JPY‏ + 0:6( مقر برة)- = /ثية + a,_ı%‏ 
(وة,...و يقر ية) = ((يقدبمة) د يوة....ريقررة) d=‏ 
إذا للمعادلة (12) نفس خواص ‏ المعادلة (10) وهذا يعني أن » يقبل القسمة علسى 
القاسم المشترك الأعظم لمعاملاتها » كما أن معامل من تلك المعاملات لا يساوي 
فلا 
وإذا كان 3 < ١"‏ » فيمكن تطبيق ما سبق على المعادلة (12) والحسصول على 
معادلة عدد متغيراتها (2 - 2) . إذا بإعادة الطريقة أعلاه عدة مرات نحصل 
على معادلة بمتغيرين يمكن إيجاد الحل العام لها » وتوضح الأمثلة الآتية هذه 
الطريقة . 
مثال (۷) : 
حل المعادلة 
15x + 10y + 6Z = 61 ... )13(‏ 
الحل : 
بما أن 1= (15,10,6 . إذا يوجد حل للمعادلة (13) حسب مبرهنة (۷-١-۲)ء‏ 
ولإيجاد ذلك الحل نفرض أن 
.y=au+Bv , Z=y¥u+8v , a - By =1‏ إا 


r 
لفت‎ 


بعض المعادلأيت الديوفنتية 





10y + 62- )100 + 6Y(u + )108 + 66( 107‏ ولحذف v۷‏ ضع 5-=6 ,3= 6 
تجد أن 1= ,3 - »5 - ج 1= 87 - 08 » وعليه إذا كان 0-1 › فإن 
٧ =-2‏ » وبالتالي فان 
y=u+3v , Z=-2u-5v ...)14(‏ 
ومن (13) » (14) نجد أن الحل العام للمعادلة (13) هو 
x= 2+1 . 1=15-23‏ 
y=15t+3vV-23 , Z=-30- 5y +6‏ 
حيث ⁄ € ۷ 
وعندما 1= 1=۷ ٠»‏ نجد أن 2-11 , 5-=ر , 3=× حل للمعادلة (13) 
وعندما1= 2,۷ =)» نجد أن 19->2 , 10=ر , 5 =× حل للمعادلة (13) 
وعندما 1- = 2,۷=) » نجد أن 9- -2 , 4= ل , 5 =× حل للمعادلة (13) 
مثال (۸) : 
حل المعادلة 
3x - 6y + 52 = 11 ... )15(‏ 
الحل : 
بما أن 1= (6,5-,3) . إذآ يوجد حل للمعادلة (15) حسب مبرهنة »)۲-١-۷(‏ 
ولإيجاد ذلك الحل » نفرض أن 
y=au+Bv , z=yu+öv , 065 - By =1‏ 
إذأ 0= 586(۷ + 68-) + 5(1 + ,60-) - 57 + ر6 - » ولحذف ۷ » ضع 
6= 8 , 5= 8) تجد أن 


(16) ... 1= = ج 57-1 - 6u‏ 
ومن (15) » (16) ينتج أن 
3x -u=11 ... )17(‏ 


بعض المعادلأت )لديو فنقية 


وعليه فإن (3 11-1)300- 11 ء وبالتالي فإن +31 +1 -11 ٠‏ وبالتعويض 
في (17) ينتج أن +4 -عر ٠‏ 7ع . إذا 

vEZ <y=au+§Bv=1l+t+ 5v راوج او‎ + 0/- 1 + 3] + 6v 
)15( وعندما 1-7-0 ؛ نجد أن 7-1 , 1-/98 , 4=× حل للمعادلة‎ 
)15( وعندما1 - 1-159 » نجد أن 2210 , 98-9 , 2-5 حل للمعادلة‎ 
)15( وعندما 2 41,97 » نجد أن 2-16 , 14-/9 , 2-5 حل للمعادلة‎ 
الطريقة الثانية: 'طريقة اويلر"‎ 

وتعتمد هذه الطريقة على كون مجموع أو الفرق بين عددين صحيحين يكون 
عددا صحيحا » ونوضح هذه الطريقة بمثالين أحدهما سبق حله بالطريقة السابقة . 
مثال (5) : 

حل المعادلة 

5x +10y + 6z = 61 ... )18( 
: الحل‎ 

نختار المجهول الذي قيمه معامله المطلقة هي الصغرى فنجد أنه 6 ثم نقسم 
طرفي المعادلة على ذلك المعامل؛ فنجد أن 


1 _ 5 
a GE A‏ 
ومنها نجد أن 
4بو-ع1-وود- 10+1 5_5 01 - 
2x 2*5 ... )19(‏ +10 لا 2-7 
نأخذ الجزء الكسري ونفرض أنه ,غ » إذآ 
E‏ 1 
(20) ... 2 +2 7 


ومنها نجد أن 32-4 -1= 6t,‏ »> وعليه فان 
(21) ... 2-4-1 


aD 


بعض المعادلارت الديوفنتية 


تأخذ الجزء الكسري ونفرضه را » إذا 1ك - 1 د را > وعليه فإن 


32-2 -1= را4 » ومنها نجد أن 


(22) ... )ط- و,- ,اك -1- ,)4 - بك - 1 د» 
EY‏ ر1 - 24 - = راء ومنها نجد أن ر - ,24 -1= 4ئ3 
وعليه فإن 

(23 ... 2-3 -1= را 


ونتوقف هناك لأن معامل أحد المتغيرات أصبح واحد وهو معامل 1 
ومن (22) » (23) نجد أن 


tty EZ ... 24(‏ < 1- )4 + 2 دير 
ومن (21) » (24) » نجد أن 
(25) ... 1-3-3 د و 


ومن (24) » (25) »> (19) ينتج أن 
بغ)2-11-5 


وعندما 0= وخ , 2= ,ا ٠»‏ نجد أن 


2-1 , 5- - يار , 2-3 
وعندما 6- ,+ , 9-= ,1 »ء نجد أن 

5-9 , 10-ث8 , x=5‏ 
وعندما 4- ,وغ , 5-- )ا » نجد أن 


0 دج , 4دلز , 2-5 
وهي نفس الحلول التي حصلنا عليها سابقاً . 


:)١( مثال‎ 
حل المعادلة‎ 
15x +12y + 30z = 4 ...)26( 


بعض المعا لانت الديوقنتية 
الحل : 
بما أن 15,12,30(=3) و 3124 . إذا يوجد حل للمعادلة (26) حسب 
مبرهنة )۲-١-۷(‏ . ولإيجاد ذلك الحل نقتم طرفي المعادلة على معامل لاء 


فنجد أن 
07 22-2 + و + × ومنها نجد أن 

1 1 5 5 م 
28 ... ےھ 27 - × + × - 2 - =z‏ - ×= - 2= ل » وعليه فار 
2z 22 (28)‏ *4 ×-2 1-72 2= لا ء وعليه فان 
(29) ... 1-2-- إا » وعليه فإن 22 - ×= ,44 وبالتالي فإن 
5 = ,4 +22 + × ونتوقف هنا لأن أصغر معامل هو واحد » وعليه فإن 
x = -2z- 4t ... )30(‏ 


ومن (28) › (30) ينتج أن ا5 +2 = ل » وبوضع ,1 =2 يكون الحل العام هو 
وا , y=2+ 5t‏ , ,غ4 - ,)2- -< » حيث ث/ © رأررا . 
وعندما 1= را = ,) » نجد أن 

x×«=-6 , =7 , 2-1‏ حل للمعادلة (26) 
وعندما 1= را , 1- - ,4 » نجد أن 


2-1 , 3-=ر , 2 -< حل للمعادلة (26) 


تك 
)١(‏ أوجد جميع الحلول لكل من المعادلات الديوفنتية الآتية: 
(أ) 10= 14x +18y‏ > (ب) 32= 24x +112 y‏ 
(ج) 130= 3x+5y =19 () <. 156x+91y‏ 
(ھ)353= 51y‏ +×20 »› (و) 1434 = 701x -137 y‏ 


(۲) 


بعض )لمعا د لات )لديو فنتية 


أوجد جميع الحلول الموجبة لكل مما يأتي: 


23× + 57y = 765 (ب)‎ 3 15x +17y =3 )أ(‎ 
79x + 77y =1446 (د)‎ 5 3x + 5Y =17 (ج)‎ 


(*) حل كلا من المعادلات الديوفنتية الآتية: 


(5 


(°) 


(0 
(0 


(۸) 


3× - 2y - 62 =1 (ب)‎ ٤ x +3y + 2-1 (أ)‎ 
3x +14y - 38z = 58 (د)‎ › 5×+4y+3Z2=22 (ج)‎ 
5x + 8y - 3z =10 (و)‎ › ×-2y+3z=50 (ه)‎ 


إذا كان 1= (ا,ه) فبرهن على وجود عدد غير منتهي من الحلول للمعادلة 
ax- by =1‏ . 

أثبت أن » + 3 = رط + جه قابلة للحل إذاً وإذا ققط كان » - رط + ج 
قابلة للحل . 

أثبت أن » = رط + جه قابلة للحل إذا وإذا فقط كان (©,82,6) = (8,6). 
"ابن أسلم المصري" 

دفع إليك مائة درهم فقيل لك ابتع مائة طائر من البط والحمام والقنابر 
والدجاج. كل بطه بدرهمين › والحمام اثنان بدرهم والقنابر ثلاشة بدرهم 
والدجاج كل واحدة بدرهم. فكم تشتري من كل نوع. 

ذفع البنك مائة ريال » فقيل أشتري ثلاث أصناف من الفواكه برتقال › 
وتفاح وكمثرى . فإذا كان كل ستة تفاحات بخمسة ريالات وكل 
خمسة تفاحات بأربعة ريالات والكمثرى كل ثلاثة بريالين فما عددما 


بعض المعادلايته الديوهنتية 


۲-۷ : المعادلة 22 - ۶ل + × وثلاثيات فيثاغورس . 
يعرف البابليون والمصريون بأن المثلث الذي أطوال إضلاعه 3,4,5 قائم الزاوية 
بل يعرف البابليون أن كل مثلث من المثلثات الذي أطوال إضلاعه 

(45,60,75), (65,72,97) , (119,120,169) , 319,360,481) 
(1679,2400,2929) , (1771,2700,3229) , (4601,4800 ,6649( 
(4961,6480,8161) , )12709,13500,1854[( 


قائم الزاوية » واستنتجوا من ذلك المبرهنة الآتية: مجموع المربعين المنشأين على 
الضلعين القائمين في المثلث القائم الزاوية يساوي المربع المنشأ على الوتر . 
أي إذا كان لإا طولي ضلعي الزاوية القائمة وكان 2 طول الوتر فإن 
(1) ... 7 = ر + 2× 

أما نسبة هذه المبرهنة إلى فيثاغورس ٥۸٤(‏ - 350/قد.م) فيعتقد أنه أول من 
برهنها » كما ينسب إلى فيثاغورس وإلى إقليدس وجود عدد لا نهائي من الأعداد 
التي على الصورة : 

)1( تحقق المعادلة‎ x× = 2n +1 , y= 2م2‎ + 28 , :- 202+ 2n +1 

هذا ولقد ترجم وحلل المؤرخ الألماني فرانز ويبكه (Franz woepche)‏ 
(1855-14875) في القرن التاسع عشر [5:65] بحثين لرياضيين من القرن 
العاشر للميلاد » يعالجان المثلثات العددية قائمة الزاوية (ثلاثتيات فيثاغورس) . 
الأول لرياضي مجهول الأسم والثاني لأبي جعفر الخازن تؤكد بأنها جديدة 
ومجهولة من قبل الأقدمين والمعاصرين . إذا يقول كاتب النص مجهول المؤلف 
بعد أن يعطي مبدأ تكوين المثلثات العددية قائمة الزاوية " هذا هو الأصل في معرفة 
الأقطار للمثلثات التي هي أصول الأجناس (الثلاثيات البدائية) » ولم أجد هذا ذكر في 
شيء من الكتب القديمة ولا ذكره أحد ممن وضع الكتب في الحساب من المحدثين ولا 


علمت أنه أنفتح لأحد من قبلي " . 


بعض المعادلات الديوفنتية 





أما الخازن فينص ويبرهن بعض المقدمات المتعلقة بخواص الثلاثيات البدائية » ثم 
يثبت أن : 
إذا كان × عدداً زوجياً وكان لر عدداً فردياً و 22 = ر + × فيوجد ]1 ©11,1 
بحيث أن 12<2<0 و 02+ 7 ص=z‏ , 2م - x=2mn ,„y=m‏ 
ثم يوجد الحلول لكل من المعادلتين “2= ”ر + ”× »> 22ح 2+ ور . 
تعريف ۱-۲-۷ : 
يقال عن ثلاثي من الأعداد الطبيعية zرلر×‏ أنه ثلاثي فيثاغورس 
)Pythagorean Triple)‏ › إذا كان 22 - x? + y?‏ . 
ويقال عن ثلاثي فيثاغورس (2,ل,×) » أنه : ثلاثي بدائي 
)Primitive Triple)‏ »› إذا كان 1= (x,¥,Z(‏ . 
مثال )١(‏ : 
(/) كل من (3,4,5) » (5,12,13) » (11,60,61) ثلاثي فيثاغورس بدائي. 
(ب) كل من (6,8,10) ٠ )10,24,26( ٠‏ (42,40,58) ثلاثي فيثاغورس. 
ولكي نوجد جميع الثلاثيات الفيثاغورسية البدائية » نورد الآتي . 
مبرهنة ١-۲-۷‏ : 
(2,/,>” ثلاثي فيثاغورس إذأ وإذا فقط وجد *7 >4ء وثلاثي بدائي (©,8,6) 
بحيث أن ل z=‏ , 88-50 , 20 - ع . 
البرهان : 
نفرض أن (2,ل,*) ثلاثي فيثاغورس » وأن (2,,*) -4 . إذا 4<0 و 
(-6, 3د 0 , 5د ثلاثي فيثاغورس بدائي › لأن 


2 2 2 
(a,b,c) =1 و‎ 4 + 52 =)” + 7 = A E 


0 0 
ED 





بعض المعادلايت الديوونتية 
ولإثبات العكس نفرض أن (2,5,0) ثلاثي فيشاغورس بدائي › *2 ع1 . إذا 


(x =ad „y= bd z= cd)‏ ثلاثي فيثاغورس ¢ لأن 
2ج = 02ت ج x + y = (ad) + (bd) = (a + b7)‏ 


مبرهنة ۲-۲-۷ : 
إذا كان (2,لا,*) ثلاثياً فيثاغورس بدائياً » فإن 
)x,2( = )y,2( =1‏ = 0,8 . 
نفرض أن 1< ل = (98,<) ٠‏ اذا يوجد عدد أولي م ء بحيث أن ×ام و 
رام حسب مبرهنة (5-7-1أ) » وعليه فإن 2١م‏ و ”رام »ء وبالتالي فإن 
(2و+ »)١ص‏ . لكن 222+ × بالفرض » إذاً 122 » وعليه فإن 
ا ء وبالتالي فإن 1< م = (2,ل,») وهذا يناقض كون (2,,*) ثلاثياً 
فيثاغورسياً بدائياً . وبنفس الطريقة نبرهن أن 1= (2,) = (2,×) . 
لا 
مبرهنة ۳-۲-۷ : " الخازن " 
إذا كان (2,ر,») ثلاثياً فيثاغورس بدائياً » فإما × زوجي و لا فردي أو 
× فردي و ل زوجي . 
بما أن 1= (2,لا,:) . إذآ 1= (لا,) حسب مبرهنة (۲-۲-۷) » وعليه لا 
يمكن أن يكون ,ا زوجين معأ . وإذا كان كل من لإ,ءا عدداً فردياً » فإن 
2+1 <ل , 1+ x×=2m‏ » حيث “7 © 11,1 » وعليه فإن 


. 


22 = x + تو‎ = 4m? + 4n ورك‎ + 4n + 2 = 2(mod 4) 


وهذا غير ممكن . 
لا 
والآن إلى مبرهنات الخازن الآتية التي توضح كيفية إيجاد ثلاثيات فيشاغورس 
البدائية . 


LES) 


بعض المعادلات الديوفنتية 





مبرهنة ٤-۲-۷‏ : 
إذا كان *7٤ط,ه‏ » 1=(ط,ه) » وكان 30 مربعاً كاملا » فإن كلا من 2,5 
مربع كامل . 
البرهان : 
1 5 
بما أن م1 2-1 ٠‏ و[ [ = ء حيث رم, رن أعداد أولية حسب المبرهنة 
i=1‏ دز 
الأساسية في الحساب » وبما أن 1=(ط,ه) . إذا .رم أعداد أولية مختلفة 
» . 2 و 1 ١‏ 
لكل [ ,1ء لكن ر114 اك مربع كأمل بالفرض اذا کل 
=[ =1 
من ٥,»‏ عدد زوجي لكل [,1 › وعليه فإن كلا من 3,5 مربع كامل . 
لا 





مبرهنة 2-1 -ه : " الخازن " 
إذا كان *7 » 2,ل,× وكان × عدداً زوجياً » فإن (2,ر,») ثلاثي فيثاغورس 
بدائي إذا وإذا فقط كان وجد 2 ع بلط « m >n , (m,n)=1‏ 
(2 2)0204 # ۳ بحيث أن 
لع “مدع , x =2mn ,„y=m - n?‏ 
نفرض أن (2,ل,») ثلاثي فيثاغورس بدائي و × عدد زوجي . إذأ ر عدد 
فردي حسب مبرهنة (۳-۲-۷) » وعليه فإن 2 فردي حسب مبرهنة (۲-۲-۷)» 
وبالتالي فإن ل -2, 2 + ×عددان زوجيان » وعليه يوجد “2 © ۷نا بحيث أن 
0ح لق ,214 - z+‏ .لکن 22 - 2و + × . إا 
)z+ 38/()2 - ¥( = ۷‏ = ثبو 22د × 
وعليه فإن =v‏ () . 


بعض المعادلات الديوفنتية 


والآن لنفرض أن 4 - (7,) . إذأ u‏ ال و ۷ال ء وعليه فإن (01+50) 41 
و (۷ - »)ا4 وهذا يعني أن 01١12‏ و رال »ء وعليه فإن 01١)9,2(‏ . لكن 
1 -(2,,) . إذا 011 ء وعليه فإن 4-1 . 

وحيث أن ”() = دانا و 1-(0,9). إذا يوجد 3,267 بحيثت أن 
۶ = ۷ , 1312 - نا حسب مبرهنة )4-7-١1(‏ . ولكي نثبت أن 1= (0,2ه) »> 
نفرض أن 1< (0,8) . إذأ يوجد عدد أولي م بحيث أن ١8‏ , 18م حسب 
مبرهنة (5-7-7أ) » وعليه فإن 21122 , 2١82‏ ء وبالتالي فإن 
u‏ ام 7١م‏ ء وعليه فإن 1< م-(1,7) وهذا يناقض کون ۷(=1,ں) 
إذا 1> (صيس) . 

v=n? cu=m? «z=u+v < y= U-—V « xX = 4V وحيث أن‎ 
. x=2mn , إذاً 7م + 2م , ثم - 2م 2 لق‎ 

وبما أن 1= (80,8) . إذاً لا يمكن أن يكون 10,3 زوجين معاً . وإذا كان كل من 
رن عدداً فردياً » فإن ذلك يعني أن كلا من 2,لإر× عدد زوجي وهذا يناقض 
كون 1= (78,2,) . إذا )2 m #n(mod‏ . 

ولإثبات العكس نفرض أن × عدد زوجي و 2018 - ع » م - صد لا 
n?‏ + تمدح ع « 1- m #n(mod 2) « (m,n)‏ . إذا 
x + y = 4m? n? + m^ - 2m? n? + n^ = (nm? + 02(2 = 2‏ 

ولكي نثبت أن 1= (2,ل,×) » نفرض أن 1< 4 = (2,لإ,») . إذأً يوجد عدد 
أولي م بحيث أن ١١‏ «حسب مبرهنة )15-7-١(‏ . لكن (2 2)000 4 ص . إذا 
(2 0200 2 مح جد و (2 0500 دو دن ؛ وعاي ده ف إن 
(2 0)04 = (ه - م)(2 + مم) = 02-22 = ر» وبالتالي فان و عدد فردي» 
وعليه فإن 2 #مء نزامء ام .إذاً +ع)١م‏ , («ا- )ام › 
وعليسهف إن 5١202‏ و 22١282‏ »ء وباتت الي فإن 


05 


بعض المعادلايت الديوفنقية 





02 ١م‏ , 252١م‏ ء وعليه فاإن 2113, 2١م‏ ء ومنهانجد أن 
#1 م = (m,n)‏ وهذا خلاف الفرض . إذا 1= (3/.2,) » وعليه فإن 
(X,¥,Z)‏ ثلاثي فيثاغورس بدائي 0 


ملاحظة )١(‏ : 
إن الشرط (2 2)8300 2 13 ضروري في مبرهنة (۲-۷-ه) › لأنه إذا 
كان 3-<7,5- د » فاإن 1= (7,3) , (2 5101 3< 7 .لکن 
0 = ثم - ثم = z= mڑ + n? = 58 « x= 2mn = 42 , y‏ تلاي 


فيثاغورس غير بدائي . 


Û 


ونورد في الجدول الآتي بعض ثلاثيات فيثاغورس البدائية : 


2 1 
3 2 
4 1 
4 3 
5 2 
5 4 
6 1 
6 5 
7 2 
7 4 
7 6 
8 1 
8 3 
8 5 
8 7 





aD 


بعض )لمعا دلا الديوفنقية 


ملاحظة (؟) : 
من مبرهنة )1-7-١(‏ ومبرهنة )٥-۲-۷(‏ , نجد أن (3/,2,) ثلاثي 
فيثاغورس إذأ وإذا فقط وجد *7» 2,5 » 9<0و<1ء 1=( )» بحيث أن : 
2م دج , تو شر ديع , 2-25 
والآن إلى بعض التطبيقات والأمثلة الآتية . 
إذا كان (2,ر,×) ثلاثياً فيثاغورسياً بدائياً » فإن واحد فقط من العددين × أو ر 
يقبل القسمة على 3 . 
بما أن (2,,*) ثلاثي فيثاغورسي بدائي . إذا يوجد 70,327 » بحيث أن 
z= m7 +n › (mn - [‏ , له - شتت y=‏ , م20 x=‏ . فإذا كان 31١22‏ 
أو 3١‏ » فإن ×31 . أما إذا كان 350 و ١8‏ 3 » فإن (1)003- ?ص 
(52-1)20043 حسب مبرهنة فيرما » وعليه فإن (3 0)۳0۵= م - ص » 
وبالتالي فإن (3 0)5100 = ر › وعليه فإن را3 . 
مثال (") : 
أوجد ثلاثيات فيثاغورس (72,¥,×) و 8= × 
الحل : 
بما أن 208 - ع . إذاً 4 - مم .لکن 21 (قيد) m>n <0 ١‏ . إذا 
m =4, 2-1‏ ء وعليه فين 42+12-17 - ج, 15- - 4= لو 
(8,15,17) ثلاثي فيثاغورس بدائي . لكن 20 =× › 93-160 » 0© =7 حيث 
(,2,5) ثلاثي فيثاغورس بدائي . إذأ 218 » وعليه فإن 2-1,2,4,8 . فإذا 
كان أحد هذه القواسم عدداً من ثلاثي بدائي » فيجب أن يكون على الصورة 
2-8 حسب مبرهنة )٥-۲-۷(‏ . لکن 21 218 كما أن 2= 2۲8 
يعني أن 1 - 55 » وبالتالي فإن 1-5-1 وهذا غير ممكن لأن 0 <1<5 . 


بعض المعادلات الديوفنتية 


أما إذا كان 4 > 25 » فإن 2 -25 ء وعليه فإن 1 - 5 , 2 -5» وبالتالي فإن 
,c= 62 + =5‏ 6-12-8223 , 2-4 » وعليه فإن (4,3,5) ثلاثي 
فيثاغورس بدائي » وبضرب كل عدد من أعداد هذا الثلاثشي في 2 نجد أن 
(8,6,10) ثلاثي فيثاغورس . 

أما إذا كان 8 = 25 » فإن 4 - 55 ٠»‏ وعليه فإن 1 - 5 , 4 -1 » وبالتالي 


فان 2-17 , 830-15 -* . إذاً اللاجهيت المطلوبة 


هي (10, 6, 8) › (17, 8,15 . 
مثال )٤(‏ : 
أوجد ثلاثيات فيثاغورس البدائية ),21,z(‏ . 
الحل : 
بماأن 21-:3, م - تمد رو . 
i} «(m+ n)(m - n) - 1‏ إما m-n=l«m+n=21‏ أو m+n=7‏ 
و 3= m-1‏ »وعليه إما 11 22» 8-10 أو ٠2-5‏ 2 -2» وعليه 


إذأ 21 -(2-22) ء وعليه فإن 


إما 221 = 02 + ص z=‏ , 220 = 20 = × أو 
22-9 + 2=5, 20 - 202.5 =× » وبالتالي فإن الثلاثيات البدائية 


المطلوبة هي (21,29, 20)ء (221 ,21 , 220) . 
مثال (ه) : 
أوجد ثلاثيات فيثاغورس البدائية (3,65,) . 


الحل : 
با أن 2-65 ۰ ثم + 2م دوو . إذا 12+ 82 65 = و + ص أو 
2 + 7 = 65 = مو + ص > وعلاي ده إا (1= ہ, 8= ص) أو 
(42 = 2م , 7 = ص) ومنها نجد أن 1= 2 , 8= ص أو 1=4 ,7= . 
فإذا كان 1= ى , 2102-8 فإن 22-63 - 2ل x =2m 0 =16 , y=‏ و 
(65 , 63 , 16) ثلاثي فيثاغورس . 
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بعض المعادلات )لديو وزټية 


وإذا كان 4= 2 , 72-7 » فإن 2265 , 98-33 , 56 -* » وعليه فإن 
(65 , 33 , 56) ثلاثي فيثاغورس . 
وحيث أن 5١13‏ -65. إذا القواسم الفعلية للعددي هي 1,5,13 › فإذا كان 
(©,2,5) ثلاثي فيثاغورس بدائي › فإن 1عد» . إذاً 65 , 13, 5 -» . فإذا كان 
5 -ن» فإن 1+ 2= 5= 7و + 12 » وعليه فإن ۲=2» 1 - 8 » وبالتالي فإن 
3 -2-4,5 و (4,3,5) ثلاثي فيثاغورس بدائي وبضرب عناصره في 13 
ينتج أن (65 , 39 , 52) ثلاثي فيثاغورس . 
وإذا كان 13<» » فإن 9+4= + = » وعليه فإن 3-+221-<و ,2 
وبالتالي فإن 5=( , 2-12 »ء وعليه فإن (13, 5 , 12) ثلاثي فيتاغورس 
بدائي » ويضرب عناصره في 5 نجد أن (65 , 25 , 60) ثلاثي فيثاغورس . إذاً 
ثلاثيات فيثاغورس المطلوبة هي 
(60,25,65) , (52,39,65) , (33,65 , 56) , (65 ,06,63 
مثال (1) : ' الخازن ' ظ 
أوجد الأعداد الصحيحة الموجبة التي تحقق المعادلة 24 - 2و + ”× . 
الحل : 
نفرض أن ”=۲ . إذأ 12- ر + × » وعليه إذا فرضنا أن (3/,5,*) ثلاثي 
فيثاغورس بدائي ».فإن 
+p‏ نم دع , لم- x=2mn , y=m‏ 
لکن 7= . لذا 2 - p7‏ + 112 »> وعليه یودد 7 11,7 » بحيث أن 
z= +2‏ , 2و- ل 2 , m=2uv‏ 
وعليه فإن حلول المعادلة 24 = ”ر + × هي 
z= u + 2‏ , ( - ں) - 4= ر , ( 7 - ) 4۷ = »× 


. (u,V)=l] < u>vV , 0977 
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بعض المعادلات الديوونتية 


فإذا كان ۷=1 ,01-2 »فإن 25-5 , 7دلر , 2-24 
وإذا كان 7-2 u=3,‏ »فإن 2-13 , 119=ر , 120-ع 
وإذا كان 6-3“ ,0-4 »فإن 2-25 , 872-527 , 2-336 
مثال (۷) : 
أثبت أن نصف قطر الدائرة المرسومة داخل مثلث فيثاغورس (مثلث قائم 

الزاوية أطوال أضلاعه أعداد صحيحة) يكون عدداً صحيحاً 

نفرض أن نصف قطر الدائرة 
يساوي 1 ,40-6 ,= ›|A8|‏ 
80 . إذا 7= a+b‏ . 
وحيث مساحة المثلث تساوي نصف 
القاعدة في الإرتفاع › والمماس 
عمودي على نصف القطر عند نقطة 
التماس » ومساحة المثلث ۸8٣‏ 
تساوي مجموع مساحات المثظثات 8 F‏ 
«ACE‏ الى BCE‏ "أنظر الشكل" 





=a 








E ET 
وعليه فان‎ > 5 ab = (br + 01ج‎ + ar) إذا‎ 


ab = (a + 56 + ©( 1 ... )1(‏ 
لكن 52-02 + ”ج يعني وجود 7 ©5,1 بحيث أن + < واء 
(2) ... 2 + و c=‏ , 82-12 5 , 296 2ج 


ومن (1) » (2) ينتج أن 


_ ab 26-2 16 تا‎ 2 Agr 
` @a+b+c 2gt+227 1+و‎ EEE 


بعض المعادلات الديوقننية 


(۱) 


(۲) 


(0 


(5 


(°) 


(1) 


(۷) 


(۸) 
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تمسبارين 
أوجد ثلاثيات فيثاغورس البدائية (X,¥,Z)‏ عندما : 
() 16=× › (ب) 235دباء (ج) 2-145 
" لاحظ أن 1-92+282+(122) 145 " 
أوجد ثلاثيات فيثاغورس (۷,2,×) عندما : 
x=4 0)‏ 0 (ب) 5 - ل ¢ )ج( 5 - 7 
" لاحظ أن 36+ 49 -4 +81 -85 " 
" الخازن " أوجد حلول المعادلة 22 -5/2+ 6 . 
إذا كان 22 = ”ر + × » فأثبت أن واحداً من الأعداد 8/,2,* يقبل القسمة 
على 3 وواحداً يقبل القسمة على 5 . 
إذا کان )×,۷,Z(‏ لايا اوزنا جانا » فأثبت أن 
xy‏ 12و 60١72‏ . 
إذا كان (2,ر,») ثلاثيا فيثاغورسياً بدائياً » فأثبت أن 3+« و إ-× 
يطابق الواحد أو السبعة قياس 8 . 
إذا كان 3 < ١‏ » فأوجد ثلاثياً فيثاغورسياً يكون أحد أعداده يساوي ١‏ . 


: : 2 2 
" ملاحظة : إذا كان 2 عددا زوجيا فخذ 12-41 لمبكيم تحصل 


كني 1+ 82-1 
على المطلوب . وإذا كان 2 عددا زوجيا فخذ 3 < ,2 تحصل 
على المطلون 1 , ا 
" الخازن " برهن على عدم وجود ثلاثي فيثاغورسي (۷,2,×) فيه 
“2 دير , .m>n,y=2"‏ 








(٩) 


(۱۱) 


(۱۲) 


(۱۲) 


(۱٤( 


: ۳-۷ 


بعض )لمعا د لات الديوفنتية 


برهن أن (3,4,5) هو الثلاثي الفيثاغورسي البدائي الوحيد المكون من 
ثلاثة أعداد صحيحة متتالية . 

" ملاحظة : أفرض وجود ثلاثي بالشكل (2 + ,1+ :,<) " 

أثبت أن (58 , 48 , 38) » ... ,3 , 1,2 - ١‏ هي الثلاثيات الفيثاغورسية 
الوحيدة التي تكوّن أعدادها متوالية عددية . 

'ملاحظة : أفرض أن (2 + × , × , 1 - ×) ثلاثي فيثاغورس » ثم أوجد × 
بدلالة 1 تحصل على المطلوب " . 

إذا كان (2,ر,») ثلاثياً فيتاغورسياً بدائياً » وكان 1+ × z=‏ » فأثبت أن 
,y =n +1 , z=2n)n +1) +1‏ (4+1) م2 - ع "لظ أن 
m =n +1‏ جح x=2mn,y=m - 02 ,z=m +n ,z-x=1‏ 
إذا كان (2, ر,×) ثلاثياً فيثاغورسياً بدائیا » وكان 2= ر z-‏ » فأثبت أن 
2+1 , 2202-1 لز , m>1« x=2m‏ . 


4000-4-8 - ع < ×y(‏ دع + ر + ×, 2 د +" . 
إذا كان 1= (8/,2,<) » فأوجد حلول المعادلة 22 -2/و+ ×2 . 


حالات خاصة من مبرهنة فيرما الأخيرة 
Special cases of Fermats Last theorem‏ 


تنص مبرهنة الفرنسي فيرما (١7501١-1550م)‏ على عدم وجود أعداد 
صحيحة غير صفرية XYZ‏ تحقق المعادلة الديوفنتية 


(1) .. 
ويقول فيرما أنه توصل إلى هذه الحقيقة سنة ۳۷٠١م‏ عندما كان يقرأ طبعة 


ر = ثوب "× 


باشيه لأعمال ديوفنتس ولدية إثبات لذلك لكن ضيق الهامش منعه من كتابته » لكن 


بعض المعادلايت الديوهننية 


جميع الأبحاث في التراث العلمي العربي والإسلامي › أنظر [5:427] » تؤكد بأن 
الرياضيين المسلمين كانوا على علم بهذه المبرهنة عندما 3,4 -8 » فمنذ القرن 
العاشر للميلاد حاول. كل من أبو بكر الكرخي (ت ١٠0١٠م)‏ وأبو محمود الخجندي 
(ت١٠٠٠م)‏ إثبات مبرهنة فيرما عندما 2-3 ٠‏ أي عدم وجود أعداد صحيحة 
غير صفرية z,ل,×‏ بحيث أن 7= تيوتير وبلغة ذلك العصر " لا يجتمع من 
عددين مكعبين عدد مكعب " . 

ولكن أبو جعفر الخازن أحد رياضي القرن العاشر للميلاد يؤكد بأن برهان 
الخجندي ناقص وغير صحيح » ثم يحاول الخازن أن يبرهن القضية الآتية 
" لا يمكن أن يجتمع من عددين مكعبين عدد مكعب كما قد يمكن أن يجتمع من عددين 
مربعين عدد مربع › ولا أن ينقسم عدد مكعب إلى عددين مكعبين › كما قد ينقسم عدد 
مربع إلى عددين مربعين " ويبدأ برهانه بإثبات المتطابقة الآتية . 

كل عددين مكعبين » فإن فضل ما بينهما هو الذي يجتمع من ضرب مربع 
الضلع الأقل في فضل ما بين الضلعين ومن ضرب مجموع الضلعين في فضل 
ما بينهما ثم في الضلع الأكبر . 

أي أنه إذا كان ر<zء‏ فإن 2+1()2-1/(2)+(3-)72 د ثبو 27ء 
وحيث أن الطرف الأيمن من المتطابقة أعلاه يقابل حجما لكنه ليس مكعباً لأنه لم 
يجتمع من ضرب عدد مربع في ضلعه . إذا لا ينقسم عدد مكعب إلى مكعبين › 
لأنه إذا فرضنا وجود عددين مكعبين ضلعاهما 0| لاإ وكان إطم| < طاء 
إإإ = | + طم » فإن إط| < |59 . إذا إذا كان |4| ضلع مكعب فإنه إذا 
نقص من مكعبه مكعب |0٥‏ بقى الباقي مثل مكعب إطاه| » ولكن الفرق بين 
مكعبين ليس مكعبا » كما أوضحنا أعلاه . إذا /4| ليس بضلع مكعب ولا 
مجموع مكعبي |30| » 04| بعد مكعب . 





بعض المعادلأت الديوفنتية 





لاحظ أن برهان الخازن ناقص أيضا واعتماده على التعليل الهندسي للمطابقة 
أعلاه لا يؤدي إلى التعميم لأن الحالة 4 = 1 لا يمكن إعطائها تفسيراً هندسياً . 
أما في القرن الحادي عشر للميلاد فقد ذكر ابن سينا ([0٠717-94١٠م)‏ في كتابه 
" الشفاء : المنطق - البرهان " أن هذه المبرهنة " أي 7 = ر + 27 لم يتم 
البرهان عليها » أما في القرن الثاني عشر للميلاد فنجد عمر الخيام 
(۸٤١٠-١١١م)‏ يذكر دون إثبات استحالة وجود أعداد صحيحة غير صفرية 
رطق بحيث أن 2 = تود تير أو = “+ نير . 

أما في القرن الثالث عشر للميلاد فيطرح ابن الخوام البغدادي 
(17725-1740م) بعض المعادلات الديوفنتية التي منها معادلة فيرما عندما 
3 = ۸ ء وكذلك يفعل كمال الدين الفارسي في شرحه لجبر ابن الخوام › أما بهاء 
الدين العاملي ٦۲١-٠١ ٤١(‏ ١م)‏ فقد ذكر في كتابه "خلاصة الحساب" استحالة 
تقسيم المكعب إلى مكعبين أو ضعف المربع إلى مربعين » وقد جاءت ملاحظة 
فيرما بعد وفاة العاملي بحوالي خمسة عشر عاماً . 

هذا ولقد أثبت فيرما بطريقته التي تعرف بطريقة النزول أو الانحدار أو 
التناقص اللانهائي عنستقصة 2106506846 كما أثبت كل من أويلر(17١117817-11)‏ 
وجاوس )٠۸٠١-۱۷۷۷(‏ عدم وجود حل في 2 للمعادلة 
“ = “ر + نير ,0 + zر×‏ وعليه إذا كان 2 < ه , 41١8‏ ءفإن ص4=دم» 
وبالتالي فإن “("2) = ")+ '(×) جه "7= "ر + "× 

لكن “("2) = '("ر) + '("») لا تملك حلا غير تافه في 7 . إذا 
اج تروب x"‏ لا تملك حلا في 7 لكل ص4 = ۸ بشرط أن 0 2/2 . 
أما إذا كان 72-3 » فقد أثبت أويلر سنة ١71١م‏ صحة المبرهنة في هذه الحالةء 
لكن إثبات أويلر يحتوي على بعض الأخطاء صححت من قبل لجندر 


بعض المعادلارت الديوفنتية 


(187-11767) » وأثبت جاوس (1117١1855-1م)‏ هذه الحالة بإستخدام خواص 
الحقل (3-/) أما الفرن سية صوفي جيرما ١881-11175(‏ 
Germain,‏ عتطم50).: فقد أثبتت سنة ١۱۸۲م‏ صحة المبرهنة "7 = "ر + "× 
لكل 100 < ۸ بشرط أن كلا من 1[ +2,208 عدد أولي » كما أن كلا من 2رل,× 
لا يقبل القسمة على 1 » ثم وسع لجندر طريقتها لكل الأعداد الأققل من 197 »2 
وأثبت عام ۱۸۲۳م أن 2 لا يمكن أن تكون على الصورة 
3p+1, §p+1,10p+1,14p+1,16p +1‏ , 1+م2 
حيث مد أعداد أولية » 43 , 2231 8 . 
وبإستخدام طريقة النزول اللانهائي أثبت الألماني ديركلي )٠۸١۹-٠۸٠٠١(‏ سنة 
م صحة المبرهنة عندما 5 ٠=‏ »ء كما أثبت ذلك لجندر سنة ١۱۸۳م‏ » 
وأثبت ديركلي سنة ۱۸۳۲م صحة المبرهنة عندما 2-14 » وفي سنة ۱۸۳۹م 
قدم الفرنسي لامي )”1۸۷۰-1۷4 , (Gabriel Lame‏ برهاناً عندما 1=7 » 
لكنه يحتوي على بعض الأخطاء صححت من قبل الفرنسي لبيك عدووءاع.آ 
)١11541-1415(‏ سنة ١٤۱۸م‏ . 
وفي ١/18417/7م‏ أبلغ لامي أكاديمية العلوم الفرنسية في باريس أنه أثبت 
مبرهنة فيرما معتبراً أن 
إ6[ Cy) ٠.٠١ (x + EP" y( eZ‏ +ع) )x + y(‏ = #بر+ x”‏ 


2 
a,beZ} c“p#2 < GEF حيث‎ 


م 





م0 + 8) =[مي] 2 منطقة تحليل 
وحيد )uniqve 126101122602 domain)‏ » لکن الفرنسي ليوفيلي 
)۱۸۸۲-۸٠۹(‏ لم يقتنع ببرهان لامي » وبعد عدة أشهر أكتشف الفرنسي كوشي 
(11/85-/18651) أن [ووي] 7 منطقة ليست وحيدة التحليل . 


هذا وقد أثبت الألماني كومر )١18317-1١8٠١(‏ صحة مبرهنة فيرما الأخيرة 


بعض المعادلارت الديوهنقية 


لكل الأعداد الأولية المنتظمة م (25065 إواuعهR)‏ الأقل من 100 ماعدا 
7 , 37 = م " يقال عن عدد أولي أنه منتظم إذا كان م لا يقسم مقام أي من 
أعداد برنولي موظ,:١٠:ريظروظ‏ حيث 8 معرفةبالشكل 





N : ا‎ X ın XK 
كي . وقد منح كومر على ذلك الميدالية الذهبية من قبل‎ PT 
. م146٠ أكاديمية العلوم الفرنسية سنة‎ 
وأثبت الروسي فيريمانوف سنة ۱۸۹۳م صحة المبرهنة فيرما عندما‎ 
. 285 257 ثم أثبت في 955١م صحة تلك المبرهنة لكل‎ ٠1 = 7 
وأثبت قايفريش (ط1771666510) في 989١م أنه إذا وجد حل للمعادلة‎ 
(والتي تسمى الحالة‎ ١ "ر + "× وكل من 9,2,< لا يقبل القسمة على‎ = 7 
: و 1 عدد أولي‎ 2" = 2(mod n) الأولى من مبرهنة فيرما) » فان‎ 
ثم شت كل من ميريمانوف وفروبینیص (1105612105) و فانديقر‎ 
ويولكزك (kzek)عھا1ە٥) و موريشيما (08نط1401:15) وروسر‎ )Vandive1( 
أنه إذا وجد حل للحالة الأولى من مبرهنة فيرما الأخيرة فإن‎ )]1805567( 
q=3,5,7,11,17,19 23,29,31,37,41,43 » و = عو‎ )mod 22( 
وبإستخدام تلك النتائج أثبت الفرنسي لمير (1.61722655) صحة الحالة الأولى من‎ 
. 1 > 2537 47889 مبرهنة فيرما لكل الأعداد الأولية‎ 
وفي سنة 1100م وضع اليابانيان شيمورا ات تخا‎ 
حول المنحنيات الجبرية الأهلييلحية‎ )Shimura - r" aniyama Conjecture) 
أو الناقصة (۷esإںء 151110]00) وهي منحنيات من النوع ۲ + ×ط + جج = ر‎ 
ينص على أن " كل المنحنيات الناقصة على 0 منحنيات أولية أو قياسية‎ 


. (Modular curves) 


Mm 


بعض المعادلأنت الديوفنتية 

وفي سنة 387١م‏ أثبت فلاتنج (كع«ذاها۴) » أن لكل 2< 1 يوجد على 
الأكثر عدد منتهني من الأعداد الأولية نينا مع 2 بحيث أن 
7 = "ر + "× . لكن فلاتنج لم يستطع أن يثبت في جميع الحالات بأن هذا العدد 
المنتهي هو الصفر . 

وفي سنة ١1865‏ وضتح فري (6153) العلاقة بين تخمين شيمورا - تانياما 
ومبرهنة فيرما الأخيرة بإثباته أمكانياً إيجاد أو بناء منحنى ناقص غير قياسي 
سمي فيما بعد منحنى فري (©9/نات '[1756) . لاحظ أن فري لم يبرهن على أن 
هذا المنحنى غير قياسي (120011136 204) » بل أثبت ذلك كين ريبت 
Kn Ri‏ من بركلي منح عليه جائزة فيرما سنة ۱۹۸۹م . 

وفي سنة ۹۸۷١م‏ أقترح الفرنسي سار (56756) وصفاً عاماً لجميع تمثيلات 
زمر جالوا الثنائية البعد على الحقول المنتهية بدلالة الأشكال أو الدوال المستدقة 
أو الهلالية (4052 «ونات) " نوع خاص من الدوال يضمحل عند المالانهاية 
(0 -(4)60) " . ثم وضع التخمين الآتي (عتااع[02© )Serre‏ : 
كل تمثيل غير قابل للتحليل (16565651426082 eاirreducib)‏ من الشكل 


”0(0 )4< = (2)£ › 1= (1) يكون قياسياً . 
n=]‏ 


وبين سار أن صحة هذا التخمين تثبت صحة تخمين شيمورا - تانياما من جهه › 
كما يثبت صحة مبرهنة فيرما الأخيرة . 

وفي سنة 337١م‏ أثبت الإنجليزي أندرو ويلس (7171165 .۸) صحة حدس 
شيمورا - تانيانا للمنحنيات الناقصية شبه المستقرة (Semi-stable curves)‏ 
وأثبت صحتها بصورة عامة » ريبت من بركلي سنة ٩۱۹۹م‏ › وفي سنة ٤۹۹١م‏ 
وبمساعدة الإنجليزي تيلور (1231015 .۸) من كمبسرج > أثبت ويلس صحة 
مبرهنة فيرما الأخيرة ومنح على ذلك ميدالية فيلد في الرياضيات سنة ١۹۹٠م‏ . 


بعض المعادلات الديوهنتية 





وسنركز أهتمامنا في هذا الجزء على إثبات مبرهنة فيرما الأخيرة لكل 41١2‏ » 

إضافة إلى الحالة ”2= 3و + ته . 
/ظ-"ا-١ا:‏ المعادلة “جع ثبو + ير . 
لكي نثبت مبرهنة فيرما لكل 418 نثبت أن 24 =“ر+“× لا تملك حلا 

في 25 » بإستخدام طريقة فيرما " طريق الإنحدار أو النزول اللانهائي 
Descent)‏ ءأنمتله1) والتي تتلخص بما يأتي : 

لإثبات استحالة علاقة على مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ » نفرض وجود 
مجموعة N‏ ي 8 عد تحقق تلك العلاقة » إذأ 5 تحوي عنصر أصغر هو ثكم 
نبرهن على وجود عنصر آخر في 5 أصغر من 4 فنحصل على تناقض وب ذلك 
يتم البرهان . 


والآن إلى المبرهنة الآتية . 


مبرهنة ۱-۳-۷ : 
لا يوجد حل في 7 للمعادلة الديوفنتية 
xyz #0 «< x+y =7 ... )1(‏ 


لإثبات عدم وجود حل للمعادلة (1) في 2 » يكفي أن نبرهن على عدم وجود 
حل لها في “2 . ولإثبات ذلك نفرض أن 
0ع XYEZ‏ , 2ح S={zeZ x+y‏ 
إذا 5 مجموعة جزئية غير خالية من 71 » وعليه فإن 5 تحوي عنصر أصغر 


مثل 11 حسب قاعدة الترتيب الجيد . إذا u‏ ع “ر + كع : 


® 


بعض المعادلايت الديوفنتية 


يمكن أن نفرض أن 1= (ناملا,) » لأنه إذا كان 1غ (ناملا,»:) نقسم علي القاسم 
المشترك الأعظم للأعداد 1ا,لا,لاء فتتحول إلى أعداد أوليه نسبياً. 
إذأ 1= (9,<)» وعليه فإن واحداً منها عدد فردي » وبالتالي فإن 
y“ = 2)200 4(‏ + فير u”‏ أو (4 1)mod‏ ع ثوب u = x‏ 

لکن (4 2000 ج ٠ u‏ لكل (1,2,3) = u ٤7‏ . إذاً (044ص)1= u‏ › 
وعليه فإن 1ا عدد فردي » وأما × أو ر عدد زوجي . فإذا فرضنا أن × عدد 
زوجي » فن (7,37,11*) ثلاثي فيثاغورس بدائي وعليه يوجد “8,562 › 
0 << › 1-(8,5) » (2 200)ط + ج بحيث أن 

+ ۾ u=‏ , 2د x? = 2ab , y =a”‏ حسب مبرهنة )٥-۲-۷(‏ 
والآن إذا كان ۾ عدداً زوجياً و ا عدداً فردياً ‏ فإن (4 1)04-= ”ر وهذا 
غير ممكن . إذأ 8 عدد فردي و 5 عدد زوجي » وعليه فإن 20 =( ء وبالتالي 
فإن 490 = × ٠‏ وعليه فإن 6ه = 7( ٠‏ 04,0-1 . إذا يوجد 77 e,4‏ › 
بحيث أن “ع -ع , 02 = ج > 1= (ع,d)‏ حسب مبرهنة )٤-۲-۷(‏ › إذأ 4 عدد 
فردي » وعليه فإن “0+ 85 د , “46 - “ل = ”ط - 22 - 2لء ومنها نجد أن 
(05) = “+(26) » كما أن 1-(02,لإ,262) » وعليه يوجد 27 © 12,8 › 
بحيث أن 2< 22 » 1- (2,2) »› م + ص = 02 , مم2 - 262 . 
لکن ۸ص۳ = » 1- (2, 0 . إذأ يوجد ۲67 › بحي ث أن 
12-57 , 10-12 حسب مبرهنة )٤-۲-۷(‏ ء وعليه فإن ”ل = 4و + 4 . لكن 
=a <a” <a” +b” =u‏ 02 >0 و 85> وهذا يناقض كون ا عنصر 
أصغر في 5 . إذآ 4 =$ » وعليه لا يوجند حل للمعادلة 2= “ر + “× 
في +2 . 














بعض المعادلايت الديوفنقية 





لا يوجد حل في 7 للمعادلة أ - “ر + “× › 0ع جوج . 
البرهان : 
نفرض أن 2,5,6 حل للمعادلة “= ثيو+ “× . إذا ©6,ط,ج حل 
للمعادلة د ر + x“‏ وهذا يناقض مبرهنة )١-۳-۷(‏ . إذا لا يوجد حل 
للمعادلة “2 = “ر + “× في 7 . 


لا 


إذا كان 4١2‏ ء فلا يوجد حل في 7 للمعادلة "7= "ر + "عر 0 ع 2/< . 
البرهان : 
بما أن 452 ع 1< ص. إذا '(*7) = 4("تو) + *(*×) جے الود "ر + "× 
وعليه إذا كان 2 2,5,6 حلا للمعادالة 7= "+ "× »فان 
7ع تت , ج حل للمعادلة. 24 -4بو+ “× وهذا يناقض نتيجة )١(‏ . إذا لا 
يوجد حل في 7 للمعادلة "7 = "ر + “ين 0ع به . 


لا 


مبرهنة 5-8-١‏ : 
لا يوجد حل في “7 للمعادلة 
(2) ... د xyz#0 «< xy‏ 
يكفي أن نبرهن على عدم وجود حل للمعادلة (2) في ”7 » ولإثبات ذلك نفرض 
أن وع y,z€Z‏ , 22د كرو كعر) S={xeZ*‏ . إذأ 8 مجموعة 





جزئية غير خالية من ›[N‏ وعليه فإن5 تحوي عنصر أصغر وليكن لا حسب 
قاعدة الترتيب الجيد . اذا 2 “ر كلا وعليه فإن 2 + كرح u“‏ 


aD 


بعض المعادلاءت الديوفننية 


والآن إذا كان 4<1 =(لرن) » فإن ,إل = ر , نال - ا » وعليه فإن 
2 >( - )“ل » وبالتالي فإن 4212» وعليه فإن 42 -2ء ٤7*‏ ,2 إذا 
“7 ,2, إل بلا حل للمعادلة (2) و ا > رلا » 5» رلا » وهذا تناقض . إذا 
1= (0,50) و ل عدد زوجي أو لا عدد فردي . 
(/) إذا كان 1= (ر,ن) و ر عدداً زوجياً » فإن 
1 - (ر, )u‏ , 7 + نو = ”(ں) جے 7 + “ر = كنا . إذآ 
(92,2,112) ثلاثي فيثاغورس بدائي » وعليه يوجد *7 ۲,۶6 › 1= (۲,۶)» 
<s‏ 22:1 200)و 2 + › 2+ 12 - تن , 12-82 دج , 218 - 2 حسب 
مبرهنة (0-17-1) . فإذا كان : زوجياً. فإن 5 فردي. لكن 
y= 5‏ 89(=1,ع2) . إذاً يوجد 3,562 › بحيث أن 26-22 › 
2 حو حسب مبرهنة )٤-۲-۷(‏ . لكن 8 عدد زوجي . إذا 0 2-2 2 
2ع » ء وعليه ف إن 22 -: ؛ وباتالي فإن 
022) + 2(7ع2) = و + 2 = u‏ و (1ا,202,02) ثلاثي فيثاغورس بدائي . 
إذا يوجد "7 ©12,2 » 1= (20,2) » 2 < 12 » (2 )m0d‏ 2 #4 10 بحيث 
أن 82 + 102 = ذا , و - ص = 7ط , 208 26 لکن منر د ث0 
1= (10,2) يعني وجود “+7 ,م › بحيث أن 2-12 , “11-6 حسب 
مبرهنة )٤-۲-۷(‏ » وعليه فإن “۴ - 4ع - 57 وهذا يعني أن =× › 
*#-بنو.ط-خج2 حال للمعءااغة (2©). كن 
=u , »©5‏ 22+ ”ص > نہ - © يناقض قاعدة الترتيب الجيد . إذا للا 
يوجد حل في الحالة . 
(ب) إذا كان 1=(لرن) و عدا فردياًء فإن 1-(2إ,تنا) و 
”)+ 22 = (2نا) » (نا, “لا,2) ثلاثي فيثاغورس بدائي . إذا يوجد 


٠» 20,2 7‏ 2< هدء 1- (2,82) ٠‏ (2 000) معدم بحیث أن 
2+ ص = u”‏ , 52 - صو ”ر , «صz=2‏ » وعليه ف ان 


بعض المعادلات الديوفنتية 


› وهذا يعني أن 20ح‎ > mf كمد‎ = (m - n? )(m? + n”) = (y u) 
×= حل للمعادلة (2) » كما أن ں = م + صل > ص‎ z= uy » ر‎ = 

وهذا يناقض قاعدة الترتيب الجيد . إذأ لا يوجد حل للمعادلة (2) . 
لا 


مساحة مثلث فيثاغورس ليست مربعاً كاملا . 
البرهان : 
نفرض أن لا,ا طولا ضلعي مثلث فيثاغورس و < طول وتره . ولنفرض أن 
مساحة هذا المثلث تساوي ۸ . إذآ A=}xy‏ . والآن لنفرض وجود *⁄ 116 
بحيث أن ”ں = ۸ . إذا 2102 - ر× › وعليه فإن 20(2) = 2×y = 4u‏ . 
لکن = ر + × إذا 
7( - 2ج = ”( ل -×) جه ر×2 - z7‏ = 7ر + 2y‏ × 
*(ن2) + 2ج = ”(+») جه 23 + 2ج = + ر×2 + ?× 
وعليه فإن “(2) - 24 - ”( ر - »)= ”(ر+×) ”(ل-×) › ومنها نجد 
أن ”ر - ×= , 21 -6 , 2-2 حل للمعادلة 84-64-04 وهذا يناقض 


مبرهنة (۲-۳-۷) . إذا “لاع له . 


/ا-"ا-»": المعادلة ‏ 2= +× › x۷z740‏ 
لكي نبرهن على عدم وجود أعداد صحيحة غير صفرية 7,ل,× بحيث أن 
7 = ر + × نحتاج إلى المفاهيم الآتية : الحقلة والحقل › الأعداد الجبرية › 
العناصر القابلة للإنعكاس » العناصر المترادفة والعناصر الاولية في حلقة › 


ونبدأ بالآتي : 





GD 


بعض المعادلات )لديو فنتية 


4# 


تعريف ۱-۳-۷ : 
إذا كانت 6 مجموعة غير خالية و * عملية ثنائية معرفة عليها » فيقال عن 
(*,6) أنها زمره (م5011©) » إذا كان : 
(أ) * عمليةتجميعية أو دامجة (056ا0018وهش) . أي أن 
(© *2*)0دع*(ط] * 8) لكل 6 ء عرطرة . 
(ب) يوجد ۴٤6‏ بحيث أن 6©*2-2-»2*6 لكل 260 يسمى © 
العنصر المحايد (Tdentity element)‏ . 
(ج) لكل 266 يوجد (٤6‏ بحيث أن م=ه*(ط=(ط*ه يسمى ظط 
معكوس أو نظير (1856556) 2 ويرمز له بالرمز "4 . 
ويقال عن زمره (*, 6( أنها إبدالية أو آبلية (Abeliam or Co matative)‏ 
إذا كان 2 * 8-6 * هلكل 6ع 8,5 . 
مثال )١(‏ : 
(أ) كل من (+,2) <« (CT,) <+ (@,) < 03 ,( < (@,+ < (R,+)‏ 
زمره إبدالية . 
(ب) كل من )N,+(‏ › (2.,0) » لیس زمره . 
(ج) إذا كان (©,,ك2) =6 حيث [6+ 2]- [0] 6 [2] لكل رلك [0],[د]ء 


فان G‏ زمره إبدالية : 
b‏ 2غ[ > 


عملية ضرب المصفوفات » فإن 6 زمره ليست إبدالية . 





2,6,0 .ad-be#0},.) )د(‎ 


تعريف ۲-۳-۷ : 
إذا كان +1 مجموعة غير خالية » +,٠‏ عمليتين ثنائيتين معرفتين على +1» فيقال 
عن (,+,8) أنها حلقة (8«8) › إذا كانت : 
() (+,1) زمره إيدالية . 


بعض المعادلات الديوؤنتية 


(ب) )a۰b(۰c= a۰ )b۰c(‏ لكل خ1ء عرطرة . 
)ج( <l (b+c-a=b-a+c-a «< a-(b+c(=a۰°b+a-c‏ ل 
.a,b,ceR‏ 
ويقال عن حلقة )8R,+,(‏ أنها إيدالية › إذا كان ه.٠ط=(ط٠4‏ لكل 3612 
ويقال عن حلقة (,+,8) أنها ذات عنصر محايد إذا وجد ۸ 1٤‏ بحيث أن 
6-<2:1-1-2 لكل خ1ع2. 
مثال (؟) : 
(أ) كل من (,+,2) ٠ )18,+,0( ٠»‏ (,+,@) حلقة إبدالية ذات عنصر 
م 
(ب) إذا كانت © ,©, ي2) Z, = {0,1,21} › R=‏ ء 
)a.b( mod n » a © b = (a + mod n‏ = 30 » فإن R۸‏ حلقة 
إبدالية ذات عنصر محايد . 
(ج) إذا كان (1- - 12, 2 » طا ,| 1ط +2) = ()2 حيث لكل 
x+y =(a+c)+(b+d)i < y=c+di < x=a+bieR‏ « 
)ad + be‏ + (50 - ن3) = به » فإن 1 حلقة إبدالية ذات عنصر 
محايد . تسمى (72)0 أعداد جاوس (Gaussian inte ges)‏ . 
تعریفی ۳-۲-۷ : 
إذا كان ۸ حلقة » فيقال عن ۸ © ۾ 0± أنه قاسم صفري (0191501 2650) إذا 
وجد 02512 بحيث أن 830-58-0 . 
مثال (") : 
(أ) إذا كانت (© ,©,2) = ۸ » فإن كلا من 2,3,4 قاسم صفري » لأن 
-3©2- 304-0203 - 403 . 
(ب) كل من الحلقات (© ,©,وك/) < «(R,+,°) < (Q,+,°) < )2,©,٠(‏ 
(-,+,(20) ء لا تحوي قواسم صفرية . 


ED 


بعض المعادلارت الديوفنتية 


تعريف ٤-۳-۷‏ : 
يقال عن حلقة ابدالية ذات عنصر محايد أنها منطقة صحيحة 010138312 Integral‏ 0 
إذا كانت خالية من القواسم الصفرية . 
مثال )٤(‏ : 
)0 كل من )° (Z(D,+,-) «(R,+,-) ¢ (Q,+ °) 2 (Z,+‏ ¢ 
٠» )۳,+,٠(‏ (© ,©,,2) حيث م عدد أولي منطقة صحيحة . 
(ب) ( ,+ , (2» 3|8,5-/0ط+8) -(3-/2)0 )= ۸ حيث لكل 
x+y=(a+c)+(b+dWN-3y=c+d¥-3 x= a+ 5/- 3‏ « 
3 -/(60 + 20) + (30 - 20) = 9غ منطقة صحيحة . 


5 


تعريف ٥-۳-۷‏ : 
يقال عن منطقة صحيحة ۴ أنها حقل (71610) » إذا كان لكل عنصر غير 
صفري معكوس ضربي . لاحظ أن 
(,+,۴)حقل إذأ إذا فقط كان (+,۴) زمره إبدالية و (۴,*,۰) زمه إيدالية 
والضرب توزيعي على الجمع . 
مثال ٤ )٥(‏ 
(أ) كل من (©,©,,2) حيث م عدد أولي » (ء,+,@) › »)R,+,١(‏ 
)C,+,۰(‏ حقل . 
(ب) إذا كان م عددا أوليا » فإن 
QP) - {a+b pfa,beQ} . +, )‏ )دم 
حيث لکل ء مط +4 =× ۰ ٠+ dp‏ دو 
(b + dp‏ + (ه + xy = (ac + bdp) + (ad + be), p «x + y = (a‏ 
حقل بينما (,+,(/)2) ليس حقلاً . 





بعض المعادلايته أ لديووزتية 





)ج( (:,+ , (© 8+1[8,56)-()0)- 8 قل »كما أن 
{a+b /-3 |2, b€ , +,‏ = 3-/0 ©) - ر۴ › حيث لكل 
x+y =(a+c)+(b+dWN-3«y=c+d-3x=a+ -3‏ 
5 -/.(ءط + )ad‏ + (300 -ع2) = ×y‏ حقل . 








تعريف 1-۳-۷ : 
يقال عن ٣‏ ع أنه عدد جبري (Algebraic Number)‏ إذا كان ۲ جذراً 
لكثيرة حدود [×] 2 ع -و+ ...+ "يربج + “ارج > )1 . 
و إذا كان 30-1 يسمى + عدداً صحيحاً جبرياً (Algebraic integer)‏ . 
مثال (1) : 
)( أي عدد نسبي هو عدد جبري » لأنه إذا كان r=ğeQ‏ » فان ۲ جذر 
ثيرة الحدود [×]⁄ » 2 - ×x(=b)؟‏ . 
(ب) إذا كان 7 >1 » فإن 1 عدد صحيح جبري › لان ٣‏ جذر لكثيرة الحدود 
١ » Z[x]‏ -ع - )1 . وتسمى 7 مجموعة الأعداد الصحيحة الجبرية 
النسبية (Rational integers)‏ . 
)ج( r=ieC‏ عدد صحيح جبري › لأن 1 جذر لكثيرة الحدود 
f(x) = x”+1e7Z[x]‏ . 


6 ے 31 +1 


2 ۲ عدد صحيح جبري » لأن 1 جذر لكثيرة الحدود 





[<] 2 ع1 +ع - * f(x)=‏ . 
(م) 0 دم عدد جبري لكنه ليس عدداً صحيحاً جبرياً » لان :۴ذر 


: f(x) = 4x” +16 Z[x] ثيرة الحدود‎ 


4¥ 


بعض المعادلارت الديوونقية 

ملاحظة : 
أن مجموعة الأعداد الجبرية مع عمليتي الجمع والضرب تكون حقلاً أما 
مجموعة الأعداد الصحيحة الجبرية مع عمليتي الجمع والضرب تكون حلقه 





تعريف ۷-۳-۷ : 
ااك وت تة ان رو کا ون 
«Q(Nm) = ) 0‏ 





x = a + bılm e QAN Mm)‏ فيعرف مقياس (710181)< والذي يرمز له 

بالرمز N)×(‏ كالآتي 
N(x) = xX = (a + br lm)(a - b.m) = a - mb?‏ 

. N&)=a +62 إذا‎ . x=a+ibeF « F=(@G),+,) ليكن‎ (Î) 

. N(x) 282-262 فإن‎ » x = a + b2 › ۴= )©)/2(,+,( (ب)‎ 

. N(x) = a? +37 فإن‎ » x = a + b/-3 › ۴= )©)/-3(,+,( (ج)‎ 

تعريف ۸-۳-۷ : 

يقال عن عدد صحيح جبري (۳/) ۲٤‏ أنه قابل للإنعكاس 
(invertible or unt)‏ › إذاك ان 1 ا ی کر 
إذا ( ط)۵ ٤»‏ ۲ قابل للإنعكاس إذا وإذا فققط كان 71-()71 وسنرمز 
لمجموعة العناصر القابلة للإنعكاس في (0/2)© بالرمز “۸ 

() إذاكان (,+,(6@) =۴ ء فإن (1-,1,1,1-) = R*‏ 

(ب) إذا كان (,+,(2/)©) = ۴ ء فإن (2 € R* = {(/2 +1"|n‏ 


(ج) إذاكان ,+,(3-/0©) ايد ا 





R“={F1, 
۲۸ 


بعض المعادلات الديوفنقية 


تعريف ٩-۳-۷‏ : 
يقال عن عنصرين ۸ ٤‏ ,ج أنهما مترادفان أو متصاحبيان أو متشاركان 
Assoiated elements)‏ )ذا كان 011 = 2 » حيث 11 عنصر قابل للإنعكاس في ۸ 
مثال (5) : 
(أ) إذاكان ۴=)Z,+,(‏ › 1ع فاإن 8+ يرادف ۾ ء لأن 
(1,1-) - *2 و 2-2:1 أو (1-)(2-)<28. 
(ب) إذا كانت (,+,(6)@) - 7 » فإن (1-,1,1,1-) - "۸ » وعليه فإن 
a - 1 › 2+1‏ - › 21 +6 - ء 5-21 عناصر مترادفة . 


)ج( إذا كانت F= QN-3),+,)‏ ¢ فإن 3-ل.- 6 تصاحب 


F)w- WwW (= +/-3‏ , (8/2 -1) + , (1-37)+ ؛ حيتث 
3-ل a ES‏ 5 
2 
تعريف لا "!ب . ١‏ : 


إذا كانت ۸ حلقة فيقال عن ۸ ع م أنه عنصر أولي (16726826» عدترط)»: إذا كان 
(أ) ۶0م ٠‏ مغير قابل للإنعكاس . 
(ب) إذا كان p\ab‏ » فإن م أو p\b‏ . 
ملاحظة : إذا كان N(p)= Fp‏ » م عدد اولي » فإن Pp‏ عنصر أولي ٠.‏ 
مثال (۱۰) : 
(i)‏ (3- )لم € 3-ل/. عدد صحيح جبري و 3-ل/ عنصر أولي › لأن 
N)-3( =3‏ عدد أولي بينما (3-/)@ 2٤‏ ليس عددا أولياًء لأن 
N)2( =4‏ عدد غير أولي . 
والآن إلى المبرهنات الآتية » والتي فيها 3ل =0 8 
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بعض المعادلارت الديوفنتية 


مشر هنة #04" : 
إذا كانت (3-/0) © ٤‏ × عدداً صحيحاً جبرياً . فإن (0) 01200 = × أو 
x = 1200 )0(‏ أو (0) =-1mod‏ عر . 


البرهان: 


٤ a+bO .‏ 
بما أن --ج- -« » حيث 2 © 3,6 › وکل من 2,5 عدد زوجي أو كل 





من ,2 عدد فردي . إذآ 
2a (mod 0(‏ = ود 200+ (b‏ _ 2+0 


لكن (3 200) 1-,0,1 2 22 و 01١3‏ . إذاً (0 12200 -,0,1 2ع . 





مبرهنة :٤-۳-۷‏ 
ليكن كلا من (3-/) © > لإ,× عدداً جبرياً لا يقبل القسمة على 0 . 
(أ) إذا كان (0 1)500 > ×» فإن (1)00607 -* . 
(ب) إذا كان (0  -1)200‏ × » فإن (1)0060*7- < × . 
(ج( إذا كان (0 200) 0 = + × » فإن (200604) 0= y‏ + × . 
(د) إذا کان (0 04ص) 0 = ”ر - × » فإن (“06 odص)‏ 0= ”ر - × . 
البرهان: 
بما أن (0 ۴1)0١‏ = × حسب مبرهنة (/ا--”) . إذا 
(أ) إذا كان (0 1)04 > » فإن 0 +1=×» 7 © 5 » وعليه فإن 
67م + x” = (1+ b0) =1+3b0- 9b‏ 
3b0 + b0 (mod 0°)‏ +1 = 
لكن (1+ (ط)(1- )ط01 حسب مبرهنة (۳-۳-۷) . إذا 
x =1(mod 0٥)‏ . 


۷۰ 


بعضر. المعا لاوت الديو فنقية 


(ب) إذا كان (0 إمص)1-=× » فإن (0 إمص)1= ×- » وعليه فإن 
(0 1)2004 = (:-) » وبالتالي فإن (04 1)5200-< × . 


(ج) بما أن (1+ »)(1- »)× ا0 . إذاً (2)2000 > × » وعليه فإن 
(0 m04ص)‏ 0= ”ر + ”× يعني أن (0 0000 0= ر +× . فإذا كان 
=1)mo0d 0(‏ × »> فنن (0 dلمص)1-=‏ ر ›وعلیهە فان 

x+y =0 (mod 0°)‏ . 
(د) إذا كان (0 04ص) 0= ”ر - ”× » فإن (2000) 0= )+ × › 
وعليه فإن (أ0 ۳04) 0= ”(ر) + × ومنهانجد أن 

. x -y =0 20065 
0 

مبرهنة /ا١--ه:‏ 
لتكن (3-/0) © > 2,6,0 أعداداً صحيحة جبرية » 0 = تع + ط + 3ه . إذا 
كان 1= (8,2,6) » فإن واحدا فقط من الأعداد 2,8,0 يقبل القسمة على 0 . 


البرهان : 

نفرض أن كلا من »,8,6 لا يقل القسمة على 0 . إذا 
(05 200) 1۴171 = + + =0 حسب مبرهنة )٤-۳-۷(‏ . 
وعليه فإن “0 قاسم إلى 1,1,3- أو 3- . لكن 04-9 . إذاأً واحد على الأقل 
من 2,5,6 يقبل القسمة على 0 . 

وإذا فرضنا أن أثنين من 2,5,6 يقبل القسمة على 0 » فإن ذلك يعني أن العدد 
الثالث يقبل القسمة على 0 ٠‏ وبالتالي فإن ±1 (©,8,5) » وهذا خلاف الفرض. 
إذا واحد فقط من الأعداد ,3,5 يقبل القسمة على 0 . 
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بعض المعادلاتت الديوفننية 





مبرهنة :٦-۳١-۷‏ 
لتكن a,b,ce QN-3)‏ أعداد صحيحة جبرية <« 0x abc‏ وليكن 
(3-/0) © ,»عن صرين قابلين للإنعك اس › *2 © 8 › 

. 1<2 , 02-71 فإن‎ › a +b + 0003-0)ق‎ 
: البرهان‎ 
بماأن 1<2 . إذاً (07 0)200 = 63 + هء وعليه فاإن‎ 
لكن‎ . )٤-۳-۷( ۾ حسب مبرهنة‎ +b = +1 + )71( = 0)00 07( 
إذا‎ . ve17 Ww, Ww | wy ر3‎ 
F1+aFDeS= {-2,0,2,F (1F w),F (1F w?)} 


لكن ”0 لا تقسم أياً من عناصر 5 ما عدا الصفر ء لأن (س -1) + (س -1) 
ترادف 0 و ”س-= ب +1 و سw-=‏ ”س +1 عناصر قابلة للإنعكاس و 
4= (2+)71 بينما 27 =( N)0‏ . إذأ ۴1(=0)» +۴1 » وعليه فإن 
1= .»> ن 02200639 - ث6 + a‏ يعن يوي أن 
(0)20064 = ”ي + ةع » وعليه فإن 8)0"٥(”‏ | “0 ومنها نجد أن 1<2 . 
لا 
مبرهنة :۷-١-۷‏ 
لا توجد (3-/) © © 3,8,6 وعنصر قابل للإنعكاس (3-/0) © »© © و 
2< ۸ بحيث أن 
a +b + a (0" cJ =0 ... )1(‏ 
اليرهان : 
يمكن أن نفرض أن 1-(8,5,6”0) و6562 > لاتقسم ار معاًءلذا 
يمكن أن نفرض أن 0515 . 


بعض المعادلات الديوفنتية 


والآن لنفرض وجود أعداد صحيحة تحقق المعادلة (1) وأن 5 هي مجموعة تلك 
الأعداد . وحيث أن 0< (71)2 لكل (3-/) © > 2زء 1= (»)× . إذآً يمكننا 
أن نختار مجموعة ۲ بحيث أن 

T = {a,b , c٤ 5| أقل ما يمكن‎ N) b0” c(} 
لکن 2< ہ . إذا (؟0 dمص) 0 = ظط + ھء كما أن‎ 


wb) (a + Wb) ... )2(‏ + مر جم = +b‏ تو 14-3 ذبن 


سنبرهن على أن أي عدد أولي م يقسم أي أشين من 
bW‏ + ج , bw‏ + 2, 5+ 3 يرادف 0 . ولإثبات ذلك لاحظ أن إذا كان 
(6 + 8)١م‏ و bw)‏ + )١م‏ ء فإن b1 - w(‏ ١م‏ و (23)1-357١1مء‏ لكن 
1= (b,ھ)‏ و w(‏ -1) يرادف 0 . 

وإذا كان (ط+ه) ام و ( )a+ bw‏ ام فإن w(b‏ -1)\ م و 
28 -1) | م ء وعليه فإن (س -1) ۱م » وبالتالي فإن ۱0 . 

أما إذا كان ( سط + 8) ١‏ مو ( bw‏ + 8)ام2 فإن Ww (b‏ -w)\مp‏ و 
)w - 2‏ | م » وعليه فإن 6١م‏ . وبما أن 056 و 

() ... © ترادف 26 -(2/بن - (1w), F )1- w) , F (w‏ ۴ 
إذاً الفروق بين ”س + 2, سط + 2 , 5 +2 تقبل القسمة على 0 لكنها لا تقبل 
القمسة على 62 » كما أن (wط‏ + ۾)(wط‏ + 5()8 + ١)‏ 07 . 

وحليه إذا كان 6,6,6 هي أكبر القوى للعدد 0 التي تقسم 
bw , 3 + 2‏ + 2 , 3+5 على التوالي » فإن (1) تعشني أن 


2 
عه أغا نة في‎ A bw AFD eee Me 








5 gs 2 o 
لا يوجد بينها قاسم أولي وبتطبيق (3) › نجد أن‎ @)/- 3( 

2 
ab .arbw aby = ... )4( 


GD 


بعض ا لمعا لات )لديو فذقية 

وعليه فإن أي عامل من عوامل الطرف الأيسر في (4) يرادف مكعب عدد 

صحيح . إذا 

+ 6 0 0 33 , a+ bw = a, 0°, a+ bw? = به‎ 0` ... )5( 

حيث و1, 2,1 عناصر قابلة للإنعكاس . لكن 

(a + b) + w(a + bw) + w? (a + bw?) = (a + b) )1 + w + w?) =0 

إذا 

a, 6:33 +, 0°24 + و‎ 0 23-0 ... )6( 

حيث و0 WÎ Ol, , O4 = W‏ = و0 > وعليه فإن وله ,ړ» عناصر قابلة 
للإنعكاس » وبالتالي يمكن أن تأخذ 1,5,4 القيم 2 - ,1,1,3 بأي ترتيب كان 
لذلك يمكن أن نفرض أن 2 - 3= ],1 ح 1,5 - + . وبالتعويض في (6) 
والقسمة على 0,0 نجد أن 


g23 + o 0"7 =0 7‏ + 1 
حية 5 - رو , کک = يه ناس قابلنة للانفكاس ٠‏ لكسن 0 0# + :إذا 
1 1 


0 23 ب( › كما أن 052/7322 . إذا 71 م» » 0-1(<2) حسب 
مبرهنة (1-7-1) . لكن للمعادلة (7) نفس شكل المعادلة (1) » لأن 
1 - يدوه أو “(ي3-) = يديه 

وحيث أن 3 - (71)0 › N)a(<1‏ 2 1< (71)6 . إذأ من (4) » (5) نجد أن 
30-+ 1+5 و 

2100 A3 035-323 N(O0 (a + b)(a + bw)(a + bw?) 

N(a þ3 g3 62,‏ >(03. تمدق )يم 

وهذا يناقض كون (3ع "0ط ۾)× أقل ما يمكن . 





بعض المعادلات الديوفنتية 


مبرهنة :۸-۳١-۷‏ 
لا توجد أعداد صحيحة غير صفرية (3-/0) 0 »© 3,8,0 بحيث أن 
0 -ت + ثم + ته . ولاتوجد أعداد ص حيحة غير ص دفرية 
,z ©» © )0/-3(‏ ,× بحيث أن 7= + × . 

البرهان_: 


نفرض وجود أعداد صحيحة a,b,ce Q(N/-3)‏ » بحيث أن 


0 - © + ط + ته ء ولنفرض أن 1= (8,5,0) . إذاً بتطبييق مبرهنة 
(/1-"0-1) » نجد أن واحداً فقط من الأعداد ٠,طا,ه‏ يقبل القسمة على 0 › 
ولنفرض أنه » » كما أن "0 هي أكبر قوة للعدد 0 بحيث أن ١٠»‏ "0 . إذا 
+0 -ه و8562 .لکن 122 حلسب مبرهنة (1-۳-۷) و 
0= (0۲) + ظ + 8) وهذا يناقض مبرهنة (۷-۳-۷). إذاً لا توجد أعداد 


صحيحة غير صفرية 3,6,6 بحيث أن 0= ت + ثم + ج .لكن 
0= ”(2-) + ر + × جه 2 = ر + ةير . إذا لا توجد أعداد صحيحة غير 


7 بحيث أن 2= + × . 


(۱) 


() 


(") 


(٤( 





نأ 
ا 

برهن على عدم وجود حل في 7 لكل من المعادلات الآتية : 

() 2ع 2y“‏ + “× > (ب) 22ح تيوك ب x"‏ 

( 27= كر كر ۰ () د ر4× 

22 - “ر +× . 

برهن على عدم وج ود حل في ⁄ بلنظام 
(20- ر + × و تود ر 2 (ب) توا 2و2 + 2× تيرد ر + شر 
برهن على وجود عدد غير منتهي من الحلول في 2 ٬للنظام‏ 
1+ 2 = 2و + × و 1+ W۷‏ = ر × . 


Vo 


بعض المعادلات الديوفنتية 


Sum of two or more than two squares مجموع مربعين أو أكثر‎ : ٤-۷ 
بدأت دراسة مسألة تحليل عدد طبيعي إلى مجموع مربعات أعداد طبيعية من‎ 
. قبل ديوفنتس » وطورت من قبل الرياضيين العرب في القرن العاشر للميلاد‎ 
وذرس تمثيل الأعداد الأولية على شكل مجموع مربعات من قبل الفرنسيان‎ 
باشيه وفيرما . وسنركز اهتمامنا في هذا الجزء على أثبات بعض قضايا الخازن‎ 
ومبرهنة جيرارد - فيرما " يمكن التعبير عن عدد أولي فردي © كمجموع‎ 
1 = مربعين إذا وإذا فقط كان (4 1)00> م "۰ ثم نثبت أنه إذا كان ص")‎ 
عدد صحيحاً موجباً وكان ليس مربعاً » فيمكن التعبير عن 2 كمجموع مربعين‎ 
إذا وإذا فقط كانت جميع القواسم الأولية للعدد 50 ليست على الشكل 4+3 › ثم‎ 
ندرس كيفية التعبير عن عدد طبيعي كمجموع أربعة مربعات والتي بدأت دون‎ 
إثبات مع باشيه » ثم أثبتت من قبل لاجرانج وأويلر.‎ 
ونبدأ بالقضية الآتية والتي أثبت من قبل أبو جعفر الخازن في القرن العاشر‎ 
. للميلاد‎ 
" الخازن‎ " :١1- 14-1١ قضية‎ 
إذا كان 62 + 22 ع ص » 02 + ”م = 1 عددين طبيعيين » فيمكن التعبير‎ 
. عن 1212 كمجموع مربعين بشكلين مختلفين‎ 
: البرهان‎ 
إذا‎ . n=” + 5 بما أن 22+02 - ص و‎ 
mn = (a + b*) ) + d^) = (ac + bd)” + (ab — be) 


= (ac~ bd)” + (ad + be) 
لا‎ 





مثال(١)‏ : 
(أ) بما أن 22+12 -5: 22+32 -13 . إذا 
4 + 7 = 22 -6) + ”37+ 4) =5۰13 = 65 
8+ 7 = 27 -6) + 4-37( = 


aD 


بعض المعادلات الديوفنتية 


(ب) بما أن 1+ 17=4› 29-52+22 . إذا 
2 + 22(2) -5(2 - 8) + ”2(7 + 20) = (22 + 5) (12+ 42) = 7.29 =493 
*(13) + 18(2) = ”5(7 + 8) + 2(7 -20)- 
والآن إلى القضية الآتية التي تعود إلى النوريجي ثو "8517/١-21377ع11ط1‏ " . 
مبرهنة :!-٤-۷‏ 
إذا كان م عدداً أولياً » 27 ٠‏ 1-(م,2) » فإن للتطابق الخطي 
ax = y (mod 5(‏ حل y=‏ , 6< و نولو > Jp « 0<|b|‏ > |و| >0 . 
البرهان : 
ليكن 1+ [صمل,] = عاء ولتكن (1 - S= {ax - b|0 <x < k -1, 0 > > k‏ 
إذام < 12 = اواء وعليه يوجد على الأقل عنصرين 5 » ولا - ر×3 , ,¥ - بغ » 
ر×۶ × » ولا # إل » (mod Pp)‏ ولا ¬ ax, - y, = ax,‏ حسب قاعدة ديركلي 
" إذا وضع « من الأشياء في " من الصناديق وكان " < 1 › فإن أحد الصناديق 
يحوي على الأقل على شيئين منها " . إذا Pp)‏ 08000 ولا - رلا ٠ a(x, - x)=‏ 
وعليه فإن و - ×=( ء ړل - رر ٥=‏ حل للتطابق (م 790000 = ×ھ . 
وإذا كان 0-ن »فإن 1 (8,ة) » (م 004)ن 6ق يعني أن 0-0 . 
وإذا كان 0=( » فإن 1= (م,ه) يعني أن 0 -© وكلتا الحالتين تناقض كون 
}0{ غ5 . إذا Jp‏ >( -ع) > إط| > 0 <« مانو >( -عا) > و > 0 . 








والآن إلى المبرهنة الآتية التي تعود إلى كل من جيراد (5136١-51775١م)‏ وفيرما 
والتي أثبتت من قبل أويلر سنة 705١م‏ . 
مبرهنة ٤-۷‏ -۳: " جيراد - فيرما " 
يمكن التعبير عن أي عدد أولي فردي م كمجموع مربعين إذا وإذا ققط كان 
(م 12200 > م . 








بعض المعادلايت الديوفنقية 
البرهان .: " أويلر ' 
نفرض أن 62 + 2ج = م . إذاً (4 000 )2ط + ”هكم . لكن 201071 2] 
لكل (4 200) 0,1,2,3 > .k‏ إذاً(4 1)200 7 0 82,5622 .لکن م عدد 
فردي إذا أما 
mod 4) g(a” = 0 mod 4 ^ b =1 mod 4)‏ 0ع «(a =1 mod 4 ^ b‏ 
وعليه فإن (4 04 )1= (*6+ ”)= م . 


ولإثبات العكس نفرض أن (4 10200 - م i.‏ 1+[ اعم *+)] يقبل القسمة 





على م » وعليه فإن (م 54م) 1- - 2[! (لج2)] 0 
للتطابق (م 82-1004 » وعليه فإن م1(2-) . لكن 1 (8,0) . إذا 
للتطابق (م 0200) ر = جه حل وليكن ,ظط و Jp‏ > إط| > 0 5 ول > اها > 0 
حسب قضية )۲-٤-۷(‏ » وعليه فإن (م 8200) © = ”(طھ) = 7ط ھ = 7ط - » 
ومنها نجد أن kp‏ = 62+62 » 167 >1 . لكن 

kp = b + e = |b + |e? > (Jp) + 2(مل)‎ = kp 
. وعليه فإن 62+62 - م‎ » kK =1 إذاً‎ . k<1 لكن‎ . k >2 إذاً‎ 





نا 


نتيجه : 2 5 
إذا كان 1+ 423 = م عددا أوليا » فيمكن التعبير عن م بطريقة وحيدة 
كمجموع مربعين . 
البرهان : 
نفرض أن ”4 + 2 - 62 + 87 -م » حيث *2 »ع c,ط,ھ‏ . إذ 
(م -.b” e” = p )02 - 62( = 0 )mod‏ 3502 » وعليه فإن (م ad = bc (mod‏ 
أو (م 3-b )mod‏ 4ه . لكن كلاً من 4,ه,ط,3 أقل من صل إذا 
ad - be =0‏ أو مع طط + 1 . فإذا كان م b=‏ + 20 » فإن 
(ac - bd)‏ + ثم = bd)?‏ -عه) + (ad + be)”‏ = (2ل + (a” + b) (c”‏ = 2م 


بعض المعادلات الديوقننية 


وعليه فإن 0= 4( -20 ومنها نجد أن لط =عه » وبالتالي فإن ٥ط‏ = 4ه أو 
a= bd‏ . فإذا كان ءط = 4ه » فإن 21١5©‏ و 1=(ط,ه) يعني أن 8١6‏ › 
وعليه فإن 6 -ه حيث “7 ع + ٠»‏ وبالتالي فإن (6)3 ٥=‏ = 4ه ومنها نجد 
أن :4-5 . لسن (62 + )= 02 + 2 م يعني أن 1-: . 
إذأ 2-6 و 5-4 . وإذا كان لط = 4٨‏ فبنفس الطريقة يمكن أن نثبت أن 
٠» (=٤ ٠ 2-0‏ وعليه يمكن كتابة م بطريقة وحيدة كمجموع مربعين . 


لا 
مثال (۲) : 
() (4 odص)17=1‏ › 1+ 17=4 . 
(ب) 4 521500 › 1+ 5=2 . 
(ج) (4 4مه) 291 › 2+ ”5= 29 . 
(د) (4 21504 113 › ”8+ 113=7 . 
(ه) (4 321000 › +b”‏ 34 لكل ٤7Z‏ طرخ . 
وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 
قضية :٤-٤-۷‏ 
لا يمكن التعبير عن العدد الأولي 3+ 4۳ = [» “7 © ۳» كمجموع مربعين. 
البرهان : 


بما أن (4 0,1,2,3)200 22 لكل ع2 . إذا 8220171 لكل 267 ٠»‏ 
وعليه فإن (0,1,202004 022 +22 . لكن 3+ مره - م . إذا 
مع a +b”‏ . 








مثال (") : 
عبر عن العدد 85 كمجموع مربعين بشكلين مختلفين . 


aD 








بعض المعادلارت الديوفنقية 
الحل : 
بما أن 85-5017 ء وكل من 5,17 أعداد أولية على الشكل 1+ 450 . 
إذا يمكن التعبير عن كل منها كمجموع مربعين حسب مبرهنة (ا-5-") . 
وبإستخدام قضية )١-5-١/(‏ » نجد أن 
2 92- 42 - 2) + 12 + 8) = (12+ 4) (1 + 2) = 5.17 = 85 
6 + 7 = 42 + 2) + 8-1( = 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي توضح متى يمكن التعبير عن عدد طبيعي 
كمجموع مربعين . 
مبرهنة ۷-٤-ه:‏ 
إذا كان k۶‏ = ۸ عدد صحيحاً موجباً وكان ٣‏ ليس مربعاً » فيمكن التعبير 
عن 1 كمجموع مربعين إذا وإذا فقط كانت جميع القواسم الأولية للعدد 1 ليست 
على الشكل 4+3 » 7 ع1 . 
البرهان : 
نفرض أن جميع القواسم الأولية للعدد 0 ليست على الشكل 4+3 . 
فإذا كان 1= ص » فإن ”0 + )= م ويتم المطلوب . أما إذا كان 1< 22 ٠»‏ 
فأفرض أن 1[ =" حيث رم أعداد أولية مختلفة ليست على الشكل 3+]4 . 


i=] 
أو (4 16204 2 بم. فإذا كان 2= ,م لكل ن‎ 1- 1,2,٠: إذاً أما 2= بم لكل‎ 
رم‎ = a +67 فإن 1+ 1= نم » وإذا كان (162044- بم لكل ذفإن‎ 
حسب مبرهنة (6-۷-( . لکن‎ 
P,P» = (a + bî) (a + b>) = “(يقرط — يقرة) + *“(وطرط + يقرة)‎ 
إذا بالأستقراء على + يمكن أن نبرهن أن‎ . )١-٤-۷( حسب قضية‎ 


n = km = k”(a” + b) = (kay + (kb 1i}. m=[[p; =a + * 
1-1 


ولإثبات العكس نفرض أن km‏ = 2ط + لودو 3 م قاسم أولي للعدد 11 . 


بعض المعادلات الديوهنتية 


وليكن (8,5) -4 . إذأ 14 - 2 ٠‏ 50 -ط ء 1- (9,) ؛ وعليه فإن 
مثا = (و+ )ل = ہ . لکن ص ليس مربعاً كاملاً » 02112 . إذاً 
2 
(fm = pu‏ = + 7 > حيث ‏ 7 1 . 
وعليه فإن r +s =0 (mod p)‏ .لکن 21 (6,8 . إذا 1-(م,6 أو 
1= (م,ء) ١‏ وعليه يمكن أن نفرض 1= (5,؟) » إذا يوجد معكوس ضربي 
للعدد ٣‏ وليكن ۷ . إذا (م dمص)‏ 25-1 .لکن (م 8200) 0 822+ 2, ء إذا 
(م s”( = 0 )mod‏ + 722 وعليه فإن (2 0)00 = 57(2) + 5(7) › ومنها 
نجد أن (م 004 17+ 897(2): وعليه فإن (4 0dص)‏ 1= م حسب 
مبرهنة ("-٦-۳(‏ ¢ وهذا يعني عدم وجود أي قاسم أولي إلى 11 لئ 
الصورة )3 + (4t‏ 
£ لا 
مثال (4) : أيا من الأعداد الآتية يمكن التعبير عنه كمجموع مربعين ؟ 
(أ) 425 .2 (ب) 783 › (ج) 2349 .. 
الحل : 
(أ) بما أن 52.17 = 425» (4 200) #3 17 » إذا يمكن التعبير عن 425 
كمجموع مربعين . لاحظ أن 
7 + (20) = 5(2) + ”4(7 5) = (12 + 52)42 = 52.17 = 425 
(ب) بما أن (3.29). ”783=3.29=3 و (4 306000 32 إذاً لايمكن 
التعبير عن 783 كمجموع مربعين . 
(ج) 32(2029) -2349-34.29 ٠‏ (4 00م)1 - 29 » إذا يمكن التعبير 
عن 2349 كمجموع مربعين . لاحظ أن 
32.2(7) + 32.5(2) = (22 + 52) 32(7) = 29 . 32(7) = 2349 
18(7) + 457( = 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي أثبتت من قبل أبو جعفر الخازن في القرن العاشر 
للميلاد . 


ج 


۲۸۱7 


بعض المعادلات الصيوفنتية 

مبرهنة :5-4-١/‏ " الخازن " 

(أ) إذا كتب عدد طبيعي كمجموع مربعين » فإن مربعه يكتب أيضاً كمجموع 
مربعين . 

(ب) إذا كتب عدد مربع كمجموع مربعين » فإن مربعه يكتب بشكلين مختلفين 
كمجموع مربعين . 

(ج) إذا أمكن التعبير عن عدد كمجموع مربعين » فيمكن التعبير عن ضعفه 
كمجموع مربعين . 

(د) إن حاصل ضرب عددين ينقسم أحدهما إلى مربعين بشكلين مختلفين › 
وينقسم الآخر إلى مربعين بشكل وحيد » ينقسم إلى مجموع مربعين بأربعة 
أشكال مختلفة . 


(أ) نفرض أن 62 + ھ -ه . إذاً ط4 + )م - 82) = 7ط + ھ) = م۔ 





(ب) ف رض أن 22+62 - 07 ء حي ث «n,a,be N‏ إذا 
(nb)‏ + “(هم) = nb”‏ + 0282 = نم . =n‏ كو .كا أن 
“(طة2) + *(52 - n“ = (a? + b7” = )a”‏ . 

(ج) نفرض أن 62+ 4= م » ا4 . إذأ “(0- )+ ”(ا + )= 22 . 


(د) نفرض أن 2+ 2 - 22+62 - وو ”ل + =e”‏ م . إذا 


mn = (ac + bd)” + (ad - bec)” = (ad + be)” + (ac — bd) 
= (re + sd)” + (rd — sce) = (rd + sc) + (re + sd) 








: )٥( مثال‎ 
›289 = )17(: = )4 - 7” + )2-4۰1(= )157 +8 › 17=4 +1 )0( 
. (289¥ = ])157 - 87 + )2-15۰8(7 = )1617 + )240(7 








بعض المعادلات الديوفننية 





(ب) 3+ 4= 25 ٠»‏ 
57)) + :(20) = ”(5-3) + 4(7 .5) = ( 37 + 25)47 = ”(25) = 626› 
247) + 7 = 2.4.3(2) + 37 - 42) = ”(3 + 4) = 25(7) = 625 . 
(ج) 2+ 5= 29 › ”3+ 7= ”27 -5) + ”2(7 + 5) = 2.29 =58› 
4 + (10) = ”3(7 - 7) + *(3 + 7) = (2)58 =116› 
6 + ”(14) = 42 -1) + ”(4 + 10) = (2)116 = 232 . 
(د( 7+ m=65=7+4=8+? , n=17=4‏ 
mn = (65)(17) =1105= (7۰4+ 4۰1)” + (7۰1-4۰4) = (327 7‏ 
27) + ”(23) = ”1(7 7۰04-4) + ”)16+ 7( = 
47 + :(33)- ”(8-1-1۰4) + )8۰4+1۰1( = 
7( + ”(12) = ”(32-1) + 42 +8) = 
والآن إلى دراسة كيفية التعبير عن عدد صحيح موجب كمجموع أربعة مربعات 
والتي بدأت دون إثبات مع الفرنسي باشيه سنة ١57١م‏ » ثم أثبتت من قبل لاجرانج 
سنة ١۱۷۷م‏ وأويلر سنة ۷۷۳٠م‏ ويعتمد البرهان على القضية الآتية . 
قضية :۷-٤-۷‏ " أويلر " 
إذا أمكن التعبير عن كل من 112,51 كمجموع أربعة مربعات » فإنه يمكن 
التعبير عن 711 كمجموع أربعة مربعات . 
البرهان : 
4 4 ٍ 
نفرض أن n= 3b? 3 m = ya‏ . إذا 
i=1‏ [دز 


+ (a,b - a,b, - ab, + وطبق - بطية + وطبة) + “(روطيغ‎ - a, 


لا 





بعض المعادلات الديوقنينية 
مثال (1) : 
إذا كان 10-154 » 39 = م » فان 
«m=8 +7 +5 +4 , n= 5 +37 +2 27‏ 
mn = )40+21+10+4(2 + )24-35+5-8(2+)16-7-25+12(7‏ 
)+ 42 + (14) + ”(75) = ”(20 -14-15+ 8( + 
مبرهنة ٤-۷‏ -۸: 
إذا كان م عدداً أولياً فردياً » فيوجد €7" ٠»‏ ص > "1>۳ 
4 
بحيث أن دح = .XEZ < mp‏ 


1=] 


بما أن م عدد أولي فردي . إذاً (4 لهص) 1= م أو (4 لمص) 3=م . 
فإذا كان (4 200) 1= م » فإن للتطابق (م 0dص)‏ 1-= ”× حل حسب 
مبرهنة )١-5-59(‏ »› وعليه إذا كان ,× حلا للتطابق ( 000 1- = × 
وكان 0 = رلاء فإن ( 005300 =1+ ,+ × وعليه فإن 


. 0 > بر‎ > 1 mp = x? + y? +12 + 2 


2 
أما إذا كان (4 200) 3= م » فأفرض أن 8 أصغر باقي موجب غير تربيعي 
قياس م . إذاً 1= (1-)(1-) -(م/1/8()3-) = )-4/p(‏ حسب تعريف رمز 
لجندر ونتيجة مبرهنة )۲-۲-١(‏ » وعليه فإن م3(1-)» وهذا يعني أن للتطابق 


-a (mod p)‏ ع x”‏ حل وليكن × › لج > ,>0 > وحيث أن 
0>2-1>8 .إا م4-1(2) › وعليه يوجد +7 » ر › ام 
بحيث أن (م 1)04 --2 - ر . إذأ (م 0)500 -1+ ٣ر‏ + "× » وعليه فإن 








ك 0ق >0 


2 + 12 + 7ر + ?× - مج ء كما أن 


2 
م> 0+ ع <11 + +y +) > [2P7‏ 07 - مدا . 


لا 


١ A4) 


بعض المعادلات الديوونتية 





مبرهنة :4-٤-۷‏ 
يمكن التعبير عن أي عدد أولي كمجموع أربعة مربعات . 

البرهان _: 

إذا كان 2 -م » فإن 0 + 0 + 1۶ + 1= 2 » أما إذا كان م عدداً فردياً . 
فأفرض أن 72 هو أصغر عدد صحيح موجب يحقق العلاقة 

m<p « mp=x? +x +x +X ... (1) 

سنثبت أن 1= ص » ولإثبات ذلك نفرض أن 1< " . إذأً أما 1 عد زوجي أو 
انلا فرني :فإ كاد افد ESD SS‏ باب 
زوجية لكل 2,3,4 1= 1 أو أن ,× فردين لكل 2,3,4, 1-1 أو أن أثنين منها 
زوجية والآخرى فردية » وفي جميع الحالات نجد أن ر×۴ وغ , ر×۴ با 
عددان زوجيان » وعليه فإن 


+ 0 + را‎ ~ xX 
رکو + رفوع + رعق + رک - مرك ؛‎ 


> > 0 وهذا يناقض كون 10 أصغر عدد صحيح موجب يحقق 
العلاقة (1) . 
وإذا كان 2 عدداً فردياً » فإن 3>12>72 .ولنعرف (12 6200) ;× = ;ر › 


m ~1 11-1‏ 1 5 5 
کور ۰ دعاسا ا روه ار 








4 5 4 
لكن (ص 200) 0= 2:ج » إذا (ص 000 0= 7رل< ؛ وعليه فإن 


i=] i=1 
10000 e 4, m-— l2 e 
فإذاكان 1=0 .فإن‎ . Osns(g™) <m < >y; =mn 
1-1 
;لكل 1 ». وعليه فإن 20.<* لكل 1 ء وبالتالي فإن‎ =0 
4 
مدن ء ومنها نجد أن ( 0)0200 2 م وهذا غير‎ = 32-0 )mod ص‎ ( 


1-1 
ممكلن لأن م7> 21> 3 . إذا 0<0 »وعليهفاياإان 


بعض المعادلابته الديوفنتية 


4 4 4 
7 = (7:92) (23(2 ) = صصص حسب قضية )۷-٤-۷(‏ . وبالتالي فإن 
1-1 1-1 1-1 


4 
27 - مم و > 12> 0 > وهذا يناقض كون 122 أصغر عدد صحيح 
i=1‏ 
موجب يحقق العلاقة (1) . إذا .m=[1‏ 
لا 
مبرهنة ٠١-14-1١‏ : " باشية - لارانج " 
يمكن كتابة أي عدد صحيح موجب كمجموع أربعة مربعات . 
البرهان : 
نفرض أن 1 عدد صحيح موجب . إذا إذا كان 82-1 فإن 
1 
٠ 1= 17 + 0 + 07 + 2‏ وإذا کان n>1‏ > فلنفرض أن n= [[P;‏ > حيث 
i=1‏ 
P;‏ أعداد أولية . إذا يمكن التعبير عن كل رص كمجموع أربعة مربعات حسب 
مبرهنة (9-:-م) وبإستخدام قضية )۷-٤-۷(‏ يمكن التعبير عن حاصل ضرب 
أي عددين أوليين كمجموع أربعة مربعات . إذا بالأستقراء على + وتطبيق قضية 
)۷-٤-۷(‏ » ۲ من المرات يمكن التعبير عن 1 كمجموع أربعة مربعات . 


مثال (7) : 
() 12-32+12+12+12. 
(ب) 


لا 


513 = 3.19 = 3 9 
= 3)1 +1 +17 + 07( )42 +12 +1 +1( 
= 3(4 +1+1+ 0) + )1-4+1-0( 
+ (1-1-4 +0) + (1+1-1- 0) [ 
= 3)6 + 22 + 42 +12( = )306(2 + )3١2(2 + )3.4(2 + ) 27 
= )18(” + 6 + )12(” +3 


بعض المعادلات )لديو وذتية 


وأخيراً نود أن نذكر تخمين ديوفنتس الذي ينص على أنه " إذا كان 
80+77 -2ء فلا يمكن التعبير عن « كمجموع ثلاثة مربعات " والذي أثبت من قبل 
الفرنسي ديكارت )١500-١6595(‏ سنة 518١م‏ . 

ويقال أن فيرما هو أول من ذكر أنه يمكن التعبير عن عدد صحيح 8 
كمجموع ثلاثة مربعات إذا.وإذا فقط كان (7 +4”)880 7 › حيث 
77 © 10,2 . وقد أثبت ذلك كل من لجندر سنة ۱۷۹۸م وجاوس سنة ١١۸٠م‏ . 

هذا وقد خمّن الإنجليزي وارنج (15١-1738١م)‏ سنة ١۷۷٠م‏ أن : أي عدد 
طبيعي يمكن التعبير عنه كمجموع أربعة مربعات أو تسعة مكعبات أو تسعة عشر 
عدداً من القوة الرابعة (©18101012072141) . وبرهن ذلك من قبل الألماني هلبرت 
)١14-1855(‏ سنة ۱۹۰۹م . 
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تمسارين 


)۱( عبر عن كل من الأعداد الآتية كمجموع مربعين 257,433,641 , 137 . 
(۲) عبر عن كل من الأعداد الآتية كمجموع مربعين 25493, 26,564,725 . 
(۳) عبر عن العدد 85 كمجموع مربعين بطريقتين مختلفتين » ثم عبر عن 25 
)5( إل الخازن ل 
أن مربعه ينقسم إلى مجموع مربعين بأربعة أشكال مختلفة . 
(ب) عبر عد العدد 65 كمجموع مربعين بشكلين مختلفين » ثم عبر عن 
مربعة كمجموع مربعين بأربعة أشكال مختلفة 


بعض المعادلارت الديوونقية 


(٥) 


(0 


(0 


(۸) 


(۹) 


عبر عن كل من العددين 65,85 كمجموع مربعين بشكلين مختلفين ثم عبر 

عن حاصل ضربهما كمجموع مربعين بستة أشكال مختلفة . 

(أ) " الخازن " إذا أمكن التعبير عن عدد زوجي كمجموع مربعين » فأثبت 
أنه يمكن التعبير عن نصفه كمجموع مربعين . 

(ب) عبر عن 400 كمجموع مربعين » ثم عبر عن كل من 

5 کمجموع مربعين . 

(أ) أوجد خمسة أعداد أولية يمكن التعبير عن كل منها بالشكل 
(n +1)‏ + 2م . 

(ب) أوجد خمسة أعداد أولية يمكن التعبير عن كل منها على الشكل 

م + 22 > حيث م عدد أولي . 

(أ) أثبت أنه يمكن التعبير عن "2 كمجموع مربعين لكل ١ع"‏ . 

(ب) إذا كان ا "2= "0۰۳ <1 » 8 عدد صحيح فردي وكل قاسم 
أولي من قواسم طا على الشكل 1+ 4 ». فأثبت أنه يمكن التعبير 
عن 11 كمجموع مربعين . 

(ج) عبر عن كل مما يأتي كمجموع مربعين 3185 › 22050112013 . 

عبر عن كل من الأعداد الآتية كمجموع أربعة مربعات 

.› 3 


(١ 0)‏ أوجد ثلاٹشة أعداد أولية تحقق العلاقة 


. n>0 لمدمء‎ +(n +17 + (n +2) 


f fe f of o of ok 


am 


الكسور المستهرة 


الفصل الثامن 
الكسور المستمرة 


Continued Fractions 


إن أقدم معرفة للكسور الأعتيادية أو الأعداد النسبية » تنسب إلى البابليين 
لك 20-2 ريخ 155 


1 1 


كان لمرن د قم لكل العاذي چ3 E OT‏ 
o‏ 


1 

س 

4 
بيضوية فوق العدد للدلالة على الكسرة نحو ١١١‏ إلى ثلث وفي أيام أحمر كانوا 
يكتبون الثمن هكذا -- ويكتبون واحد إلى عشرين هكذا -- . 


ووصف الخوارزمي الكسور على أساس النظام الستيني ووصف عمليات 
الضرب والقسمة لها بطرق مشابهة لطرق البابليين والمعروفة للإغريق » ثم ينتقل 
إلى استخراج الجذر التربيعي . 

أما البوزجاني (0٠118-34م)‏ فقد تناول نظرية الكسور في كتابه " فيما يحتاج 
إليه الكتاب من علم الحساب " مميزاً بين ثلاثة أنواع من الكسور الأعتيادية أو 
العادية وهي الكسور الرئيسية ذات الصورة التي تساوي واحد وهي من نصف إلى 
عشر والكسور المركبة وهي على الصورة ۾ إلى طا» حيث10 >6 >4 
والكسور الوحدية وهي حاصل ضرب الكسور الرئيسية . 


ويسمى أبو الوفاء الكسور الرئيسية والكسور الحاصلة من جم ع أو ضرب 
الكسور الرئيسية " الكسور الناطقة " أما الكسور الأخرى فيطلق عليها أسم الكسور 
الصماء . 


aD 


الكسور المستهرة 


هذا وقد كتب الهندي ليلافتي عام ١5٠‏ ام الكسر الأعتيادي بالشكل ج جاعلا 

البسط " الصورة " أعلى والمقام أسفل » أما العدد الكسري المكون من كسر.وعدد 

صحيح فيكتب بالشكل ط فالشكل 2 يعني أربعة ون ؛ ويعود الفضل إلى 
0 

المسلمين في تطوير الكسر الأعتيادي » والعدد الكسري فقد أدخل ابن البناء 

المراكشي (757١-17717١م)‏ الخط الفاصل بين البسط والمقام فيكتب الكسر م 


a 
وعبر عن العدد الكسري 6 بالشكل 22 » ونجد في حساب ابن البنا‎ »  لكشلاب‎ 
0 


المراكشي » وأبو الحسن القصادي (17١4١-435١م)‏ أنماط من الكسور الأعتيادية 
كالكسر المنتسب مثل خمسة أتساع وأربع أسباع التسع وثلث سبع التسع وثلاثة 
الا ا SS‏ 
أخماس الثلث أي 7 لدو كدو كن أن قم ال رون ت ن ا 


8 | 24 
* 35 ^ 105 © 


أما بالنسبة للكسور العشرية فإن إجراء عمليات حسابية بواسطة كسور عادية 
مقامها من قوى العشرة يؤكد وجود تطبيق للكسور العشرية دون الأعتراف بها 
ككسور » ومنذ القرن العاشر وربما قبل ذلك نجد في مختلف الأبحاث الحسابية 
العربية قاعدة لتقريب الجذر الأصم ( التربيعي ٠‏ التكعيبي » ... ) تسمى قاعدة 
الأصفار وردت في بحث للسمؤال المغربي أسمه التبصرة في علم الحساب صيغتها 
العامة هي : 


أخماس من ستة أسباع أ 


1 
“02*10 5و كر 
"10 2 


1۹۰ 


الكسور المستمرة 


والتقريب الحاصل حسب هذه القاعدة يشمل بالضرورة الكسر العشري » ولهذا 
أدخل جورج سارتون إلى تاريخ الكسور العشرية كل من أجرى تطبيقاً لهذه القاعدة 
مثل أبو الحسن أحمد بن إبراهيم الأقليديسي الذي أورد قاعدة الأصفار عام ۲١٥٠م‏ 
في الحالات الخاصة للجذر التربيعي للعدد )١(‏ في كتابه " الفصول في الحساب 
الهندي " » وابن طاهر البغدادي المتوفي (727١٠م)‏ في ' التكملة في الحساب " » لكن 
الدراسات التاريخية الحديثة تؤكد أن الكسور العشرية التي لا يزال ابتكارها ينسب 
إلى الكاشي يجب أن تكون من عمل جبريي القرنين الحادي والثاني عشر للميلاد 
أي إلى مدرسة الكرخي والسمؤال ٠‏ ففي بحث للسمؤال " القوامي في الحساب 
الهندي » 77١1م‏ " يوجد عرض للكسور العشرية أعد في سياق مسألة أستخراج 
الجذر النوني للعدد » إضافة إلى مسائل التقريب » وقد سمى المرتبة التابعة لمرتبة 
الآحاد مرتبة أجزاء العشرات والتالية لها أجزاء المئات والتالية لها أجزاء الألوف 


وهكذا .. 
ونود أن نشير إلى أن افتراض السمؤال 1= 10 ووضع المتتاليتين : 
2 
٠٠ 0 )10,10 5‏ على جانبي " 


1 1 مم‎ i 
010° ,10,10 0 أي‎ 


يعني أن لكل عدد حقيقي ۲ تمثيل عشري (محدود أو غير محدود ) هو 


3q, (10)‏ -: حيث أن €7 m,n‏ < 7ع . 


k=m 


الكسور المستمرة 
أما عمل الكاشي » فهو تتويج لأعمال بدأها جبريوا القرنين الحادي والثاني عشر 
للميلاد يحتوي على نتائجهم فقد ورد في كتابه " مفتاح الحساب " عرض للكسور 
العشرية يشكل بعداً مهما في تاريخها وفي بحثه " الرسالة المحيطية " عن محيط 
الدائرة المترجم والمنشور من قبل المؤرخ الألماني لوكي يستخدم الكاشي الكسور 
العشرية لتقريب العدد 7 عن طريق إيجاد تقريب للعدد 2 بالنظام الستيني بعد 
تيده لمحيط مطل محاط بدائرة له 32# لعا ومعيطا بالدائنة له تفن عدد 
الأضلاع » وأفتراضه أن محيط الدائرة يعادل المتوسط الحسابي لمحيطي المضلعين 
يحصل على النتيجة الآتية : 
0 -21 
ثم حول ذلك إلى النظام العشري فوجد أن : 
0 = 21 
وعليه فإن : 
5 12-2 
مع ملاحظة أن عدد الأرقام في النظامين الستيني والعشري واحدة مما يدل على 
وجود تماثل بينهما » كما يبين تطبيق الكسور العشرية بالنسبة للأعداد الحقيقية 
مثل 7 . 
وأخيراً نورد أن نشير إلى أنه إذا كان الكرخي أو السمؤال أو الأقليديسي أو الكاشي 
مكتشف الكسور العشرية فإن ذلك يعني أن مكتشفوها هم العرب والمسلمين وليس 
الفلكي الرياضي الإنجليزي سيمون ستيفن (/514١-1570١م)‏ الذي أتى بعد الكاشي 
بأكثر من )١185(‏ سنة . 


الكسور المستمرة 








أما الكسور المستمرة » فيعود تاريخها إلى الإيطاليين بومبللي سنة ۷۲٥٠م‏ 
وكاتالدي )١575-١5748(‏ سنة 15١‏ والإنجليزي جون وايلس سنة ۳١٠١م‏ 
وأويلر ولاجرانج وجاوس ٠‏ والكسر المستمر تعبير على الشكل : 


1 
1 
1 


a4 + 


1<1 لكل‎ 3, <0 ١ 8, ِعR حیٹ‎ › a + 
a, + 





+ و83 


'ويرمز له بالرمز ]---, 20,22,22[ > والكسور المستمرة منتهية وغير منتهية › 











فالكسر المستمر ؛ 
103993 _ 1 2 
E RDS 1 = 31415926530197‏ 
1 +15 
1+2 
كسر منتهي » أما الكسر المستمر : 
الو ام ا 
1 1 5 
1 0 
1 +1 
خل+[] 
.+1 


فهو كسر غير منتهي › والكسور المستمرة قد تكون بسيطة وغير بسيطة وسنركز 
أهتمامنا في هذا الفصل على الكسور المستمرة البسيطة » ويضم هذا الفصل بندين 
ندرس فيها الكسور المستمرة البسيطة المنتهية وغير المنتهية لأنها تمثل الأعداد 
النسبية وغير النسبية . 
:_١-۸‏ الكسور المستمرة البسيطة المنتهية 
Finite Simple continued Fractions‏ 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة هذا النوع من الكسور وعلاقته 
بالأعداد النسبية إضافة إلى تقارباته وخواصها . 


القسور اة 
تعريف ۱-۱-۸ : 
ao +: 1‏ 
EEE‏ ا 
+ 22 





a4 


E E 
e 


an 


فيسمى الكسر المستمر المنتهي كسرا بسيطا منتهيا . ويرمز عادة للكسر المستمر 
المنتهي بالرمز [مة ,°°°,41[ أو ) (0315'A,‏ : 


مثال )١(‏ : 
(0) 1-4 +1,31-1] . 
ا ا 
7 سبطلبييصيية 
+1 
3+5 
ملاحظة : 


1 
[20.2 ,°°*,a,[ = ا لمق رمومقة***ربقروقة]‎ 
n 
_ 
" a, ,--",a,] و‎ a] 


م8 = 


الكسور المستهفرة 


مثال (؟) : 

1 

ل 1 

]5,2,7,2,4,6[ 

1 ا د ا ا 

3 + 1 3+ 1 

و 1 +5 
a‏ کے 


[1,3,5,2,7,2,4,6[=1 + 1+ 


1 3 
B,5,2,7,2,4,6] 








=1+ 
3+ 


5 + 5+ 


1 56 890 
E 2+ T7 
56 


8 _ 4867 + 15491 _ 4867 ر _ 1 عت 


E 890 15491 15491 15491 


4867 
وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي : 
مبرهنة ۱-۱-۸ : 
كل كسر مستمر منتهي بسيط يمثل عدداً نسبيآ . 

اليرهان : 

ليكن [,80,3,,0:,3] = ,ا كسرأً مستمرا بسيطأ منتهياً . 

سنبرهن بالأستقراء على 2 بأن ,خا عدد نسبي . فإذا كان 2-0 » فإن 

م -[38]- وا عدد نسبي ۰ وإذا كان 2-1 » فإن 


1+ 308 
مع نش - ل + ره = [بورية] - × 
a, a‏ 


إذا المبرهنة صحيحة عندما 1=0,1 . 











الكسور المستمرة 
والآن لنفرض أن © > × لكل 12> 10 . ولكي نثبت أن @ © "× » لاحظ 
أن 
لسغ - + وه = |3 , و08٠٠‏ 8وو8] > ةا 
٠٠", am]‏ 8ة] 0 لم m+1 [a0 1:١ 9 %m»>‏ 


لكن © > [ب,يم,3,:٠.,2]‏ حسب فرضية الأستقراء الرياضي . إذاً 











)ليدب 2 Xm-1‏ > وعليه فار 2 ع x‏ . 
Aan]‏ وو la,‏ ' 0 1 و ل n‏ 
لا 
مثال (") : 
() إذا كان 2 =× ان 
و ا و 
9 9 
[2,1,4,2] = - +2-ل +2 
کا 1+2 
4+1 9 
2 2 
ا ولزن 5 بز 9 
(ب) [4:4:5] > 7 م عا 
=+ ت 
5 5 
لست 53_74_71 
)ج( 2 
4 4 
1 1 
EL 1 = ]7,1,1,3[‏ +7 = 
ينا 2 +1 
1 4 
3 3 


وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 
مبرهنة 5-١-1‏ : 


الكسور المستهرة 
فز ڪن أن ea‏ . إذا بالقسمة الخوارزمية نجد أن 


a 1 
a=ba +f , 0> <b> a 








1 
1 کڪ 0 + b=‏ 
1 1 
1 
ل و1 7 1 
12 12 
15 
1 52-2 ت 
+ م8 = ت < 17 > 0 , 17 + بدوة رز > h2‏ 
11 دآ ْ 
n‏ 
۲ 
1 
=a,‏ 1 ح I Aq‏ = لآ 
I‏ 
1 
إذا 1 1 ديو دسكد e‏ 
لخ + a‏ 3 
2 9 
٤‏ 
1 
[2,°°°. 302[ = 1 + م0 = 
a, + 1‏ 
+ و3 
+ و8 
1 
1 
مدل ريه 
An‏ 


لا 





الكسور المستمرة 
ملاحظة : 


[11- وهر" "درق روة] > Û - [3021 5°**, An]‏ 





٠. 11 - ]2,3,1,3,2[- ]2,3,1,3,1.1[ فغ‎ 


والآن إلى دراسة تقارب الكسور المستمرة البسيطة . 
تعريف ۱-۸-! : 
يسمى anl‏ و امه التقارب الميمي للكسر المستمر 


0 “Bs ۰۰| 








1 
a2 
Cn = [30:31am] = Ao + 1 1 
a, + 
a ۰° 
1 
m-1 "qa 
: )٤( مثال‎ 
]1,2,3,4,2,3[ أوجد تقاربات الكسر البسيط‎ 
: الحل‎ 
“1= 59 ا‎ 10 
o =[l=1 , e -]1,2[- 1+3= 3,0 - ]1,2,3[- 0 کد‎ 
ا‎ 
3 
لم - 1,2,3,4] - ره‎ 3 
2+7 
3+4 


الكسور المستهرة 





2 عط©تحبي يورت‎ 6 
يه‎ =[1,2,3,4,2[=1 + 1 = 
E ع‎ 
3+ 1 
4+3 
AI FE 5 
2 1 231 
KEE E 
3 + 1 
0 
2+5 


ولدراسة خواص التقارب نورد الآتي : 
تعريف ۳-۱-۸: 
تعرف الأعداد الحقيقية ,,0. ,م لكل 2 > 22 > 2 - كالآتي : 


Pm > Am Pm-ı + Pm-2‏ ,°°° » و8 > Po‏ ,1= رم , 0 - وم 


وس + q2=1,q,=0,qo =1 °°°, qm = Am Qqm-ı‏ 
مثال (5) : 
بما أن [1,2,3,4,2:3] = 3 حسب (مثال ئ“( ٠.‏ إا 


1=3+ )1=1(2+ وهبهة - رم + =a, Po‏ رط و 1ع Po‏ 

P =a, رط‎ +P, - 303( +1=10 , وم‎ =a, Pp, + Pp, = 4(10) +3 - 3 

43-1 + )3(96 = ,م + =a; Pp,‏ وم ,10=96+ (2)43 = +P,‏ وطية - ريط 
7 ->1+(3)2- 0 + بو ية > يه , 2 -0 + 2(D‏ = ,0 + 00 بة - ,و :1= وه 
7 = 7+ )2)30 = يه + وو برة 2 0 , 2-30 + (4)7 = q,‏ + و بة > و0 

0, = aşq, + و0‎ = 3(67) +30- 1 


43 ع 10 دع ترظن P1‏ 
عليه فإ O‏ الس م يي ني ع E‏ ب ا CTT‏ 
7 07 30 پې 77 يې 22 »© 7< وك ° 
2 :8 د ¢ , 84-96 e‏ 
1 ې 67 پې 4 


الكسور المستمرة 


وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي : 


إذا كان » تقاربا ميميا للكسر البسيط المستمر ]30,3,,٠٠0[‏ » فإن 
m‏ 


البر هان: بالأستقر قراء على مم " 


إذا كان 0=" ء فإن م2 = ٥ء‏ رھ = ۵ = 2 » وعليه فإن 142 - مه وإذا 
4o qo 1‏ 

ana, +1 ana, +1 

1 کش ل + ہو =[ ,يم = Pa O o‏ 


كان 1= ۳ » فان 
a, a a,‏ 0 


وعليه فإن 12 = > . إذاً المبرهنة صحيحة عندما 1, 0=" . 
1 


والآن لنفرض أن المبرهنة صحيحة غندما ٤دص‏ ء إذا 
a +‏ 
Pk-2‏ عط ص ل = كط = [ھ, 3,۰۰[ - يه 
ميك + نيك عرة qx‏ 
ولإثبات صحة المبرهنة عندما 1+ 72-1 » لاحظ أن 


1 
Cg, > [30,31 °°°, 3 A, > ميق" **درةدوق]‎ 0 J 
k+1 


1 
م + (a, + Ppa‏ 
مط سية + بيط (@x akı + D‏ _ کے 
مي +a,‏ بيه (1 + بيقية) و + (a,‏ 
Pk‏ _ مط * Ak Px‏ _ _ نعط + لصمط + نوظية) ببية _ 
بيه نيك +« Ak‏ بيه + (صية + ديك ية) ax,‏ 


إا ادي لكل 2 > 22> 0 . 


m 


(°۰ 





الكسور المستمرة 





مير هنة :4-١-8‏ 
لیکن ع تقاربا ميميا للكسر المستمر البسيط ]202°[ ٠.‏ 


3 
Qn = )-1(" ()‏ برط - م0 ,رم < 8 ك 7د > 0 . 
(ب) a,‏ ")1-( = يوط Pm dm-2 dm‏ < 1ك جك 0 . 
(أ) " بالأستقراء على ص ' . إذا كان 0=" » فإن 
1- = وو رم - بومم R.H.S.= )-1( 7 --1 < LH.S.=‏ 
إذاً الطرفان متساويان . وإذا كان 13-1 » فإن 
L.H.S. = p, qo = Po Q, = (a, Po +م_(١1-‎ a, (a, qo + 4_)‏ 
aa, =1‏ -¬1+ ,008 - 
R.H.S. = (1) =1‏ 
إذاً الطرفان متساويان » وعليه فإن العلاقة صحيحة عندما 0,1 =" . 
والآن انف رض أن العلاقة ص حيحة عندما ا - م . إذا 
'“(1-) = يو رهم - بيو عم + ولإثبات صحة العلاقة عندما 1+ 1 دص 
لاحظ أن 
ع8( بي + x‏ ببية) - يي (بيط + Px‏ ربية) > dk - +1 Px‏ يبظ 
1 -)- 10 -) = ليم Qk‏ 7 دعر (Pk‏ - 
إذاً العلاقة صحيحة عندما 1+ )= ص » وعليه فإن العلاقة صحيحة لكل 


> م > 0 . 


(ب) بما أن وپ + ءرة > ° و8 + بوط =a‏ م Ii! ٠‏ 
m-2)‏ + نوك (@m‏ وو ” يوك Pa2)‏ + دو Pm dm-2 7 Pm-2 Qn = (An‏ 
a, (Pn-1 m-2 > Pm-2 dm)‏ = 
لکن 2 "(1-) = 2م - م0 برط حسب (أ) . إذا 
Qn = (D™ ap‏ ووه - موك Pn‏ 
۳۰۹ 
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3 
نك د 4 . 


. 
السهكث 


1-(ىو.رىم) لکل > مم > ] . 


البرهان : 
نفرض أن (,و, رم) -4 . إذا 1("7-)41 حسب مبرهنة )/٤-۱-۸(‏ . 
لكن 4<0. إذأً 4-1 . 
لا 
ملاحظة : 
بإستخدام الكسور المستمرة البسيطة المنتهية » يمكن إيجاد الحل الخاص 
للمعادلة الديوفنتية الخطية 1= لط = ×ه»ء 1= (ط,ه) وذلك لأنه عندما 





1= (ا,a)ء‏ يمكننا أن تنففرض أن ا = 0 ,4= ,م › فنجد أن 
"(1-) = ,0 ,رمم - مك ,م حسب مبرهنة (۱-۸-٤أ)‏ » وعليه فإن 
adı - Pq b= )-1(" ' ...)1(‏ 
وبضرب طرفي (1) في ۰٥‏ ”(1-) ينتج أن 
© > [ريرمء b[CD"‏ + [ريوه ' "(1-)]3 
وعليه فإن الحل الخاص للمعادلة >= لإ6 + غ27 هو 
بوطه =(-D"‏ رلا ,رموه x, =(-D™"‏ 
أما الحل العام فهو 26 - رلا ل , 56+ -2 ٠‏ 2 © 1. 
مثال (1) : 
حل المعادلة 2 = :و15 + ×44 
الحل 
بما أن 1= (44,15). إذاً يوجد حل للمعادلة أعلاه حسب مبرهنة (/ا-١-١)‏ » 
ولإيجاد ذلك الحل » لاحظ أن 


- 2 + 1 = ]2,1,14| 





۳.۲ 
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إذأ الحل الخاص هو (۰2۰P,‏ = إلا و ر٩2۰"‏ 1-) = × . لکن 


3 >1 + ,204 = رط + =a, Po‏ رم › 1ع ي_و + a, Qo‏ = بو › إذا 


XxX =-2, ¥ =6‏ 
والحل العام هو +44 - 6= ل , .t€Z⁄ › x=-2+15)‏ 
مثال (7) : 
حل المعادلة 4 = +11y‏ ×33 
الحل 


بما أن 1- (31,11) . إذاً يوجد حل للمعادلة أعلاه حسب مبرهنة )١-١-۷(‏ 
ولإيجاده » لاحظ أن [2,1,4,2] = لم . إذاً الحل الخاص هو 


وم YJ, -)-1* ١4:‏ , ي1(2:4-0-)2 xı‏ 
لكن 
1=3+)1(2= رم + وطرة - رم , 2< مة - وم 
4- 2 + 403 = وم + a2 Pp,‏ = وم 
1+1-5:١4ع‏ مو + روية > يو , 0-1 + )(1= ب0+ وورة = يو ,1= qo‏ 
إذاً الحل الخاص هو 
6 - (4)14- 2 وز , 20 - (4)5 = xı‏ 
والحل العام هو 
y=-56-3lt ,teZ‏ , 20+111 دع 


e. 
: عبر عن كل مما يأتي كعدد نسبي‎ )١( 


٤ [-1,2,3] ()‏ (ب) [3,5,1,3] ۰ )ج( [1,2,3,4] 
(د) [1,7,49,7] ۰ (ه) [2,1,2,1,2] 


"م" 
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(۲) 


(0 


(5 


(0 


عبر عن كل من الأعداد النسبية الآتية ككسر مستمر بسيط : 
م 12 28 - 115 
ا( — ¢ ب) چ › ¢ د) ~= 
20 ع )6 ع @ 5 
أحسب التقاربات لكل مما يأتي : 


(أ) [1,2,3,4] »+ (ب) [3,1,5,1,3] ٠‏ (ج) [1,4,6,2,1] 
(د) [8,1,1,2,2] ٠‏ (ه) [2,1,1,1,1,2-] › (و) [0,23,1,6,2] 


أوجد الحل العام لكل مما يأتي : 

11-30-29 (ب)‎ ۰» 7×+11y=25 )( 

66x + 39y 258 (د)‎ › 23×+ 51y =3 (ج)‎ 

(أ) إذا كان n‏ = 6 قاتا مو للب المقين اة 


m 
فأثبت‎ » ]1,2,3,4,۰۰۰,n,n + 1[ 
وم‎ =NPp-ı + يوم (1 - ه) + يمومه‎ +٠٠١ وم2 + رم3+‎ + (Po +1) 
ملادنضة: أجممس ع العلاقات 3= بم ,1= وم ء‎ " 
" مر‎ - 2,٠٠١: ,2« ع رم لكل‎ )m ووط + بوم(1+‎ 
. ]1,2,3,4,5[ (ب) حقق فرع (أ) بالنسبة للكسر‎ 
إذا كان 3 6 قارا شف لاو انعضو ا اط‎ 


m 


ان ٠»‏ فأثبت 5 


" وو + نوو جة = بو‎ 2 20 e اك‎ (i) 
Pn - [a 4-1", (ب)‎ 

Pm-1 
. هي - سك‎ an-1'' 32:3] )ج(‎ 

dm- 1 
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۲-۸: الكسور المستمرة البسيطة غير المنتهية 
Infinite simple continued Fractions‏ 
سنركز أهتمامنا في هذا الجزء على دراسة الكسور المستمرة البسيطة غير 
المنتهية » والتي تعطي تقريباً جيدا للأعداد غير النسبية: . 
تعريف ۱-۲-۸ : 
يقال عن كسر مستمر غير منتهي|...,,30,3] أنه كسر بسيط غير منتهي 
)Infinite simple continued Fraction)‏ إذا كان “7ع 2 لكل 
‘iz!‏ 2ع .a‏ 
كل من r =[3,7,15,1,292,1,۰۰°[ » e=]2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,00[‏ 
مبرهنة ۱-۲-۸ : 
لیکن Cn‏ التقارب الميمي للكسر البسيط المستمر [ و EET‏ 
٠٠ )(‏ عرو مره 5 (ب) ۰۰۰ < يع < يه < به 
(ج) موه < Cam,‏ لكل 2ك 2< > 0 . 
البرهان : 
() » (ب 0 0< ,4 لكل 1<" . إذا 0< ينو » وعليه فإن لكل 


6 -1 
3 es 2 


إذا إذا كان 20 عدد زوجياء فإن 21 = ٤ 2٥‏ 1 وعليه فإن 0 < ييه - روه 


وهذا يعني أن ,ره > و_,ره لكل ۲21 » وعليه فإن >٠0٠١‏ ,»© > يه > وه 


م.م 
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وإذا كان 10 عدد فردياًء. فإن 1++2-<0 . re7‏ ». وعليه فإن 





0 > 2 - د٥‏ = 2م - © » وهذا يعني أن ,روه < ,وه » وعليه 
f‏ 95 0 
)/٠-١-۸(‏ . وآ ل" 1-) = - ره » وعليه فإن 


m m-1 
روه‎ > ٩22 > ٩2,2, > د > بوه لكل 0 <] » وبالتالي فإن ,ر‎ 
لا‎ 
" Continued Fraçtion Limit ' : مبرهنة ۸-؟¥-!‎ 


إذا كان ٠.‏ تقارباً ميميا للسكر المستمر البسيط ٠٠٠[‏ ,4 ر4] » فإن ,© 11 
موجود . 
البرهان : 
بما أن ,© > يه > وه > > روه > > پر > 00> > و0 >0© » حسب 
مبرهنة (1-7-4) . إذاً ره تكون متتابعة متزايدة باضطراد 
increasing sequence)‏ yااMonotonica)‏ ومحددة من الأعلى بالعدد ,© وهذا 
يعني أن ,0 ک ,ريه لكل 0< » وعليه فلن ,ره ناآ موجود » ولنفرض أن 
Lim Cm = 0‏ ؛ 9 > ,روه ٠‏ لكن ,,ررره تكون متتابعة متناقصة باضطراد 
(Monotonically decreasing sequence)‏ ومحدده من الأسفل بالعدد نه . 
إذا ربرررت 1۳ موجود » ولنفرض أن = ب,يررت 11 لکن 


1 1 
سخ > -<ارع-‎ 
(am 5 dm dm, 2Mm(2m +1) 


«a= Lim c,_ = Lim Cc, = إذا 0=( - )10ا » وعليه فار‎ 
FES 2m ES 2m B و ل‎ Lim( 2m+1 2m) 0 


إذا ر© 1۳[ موجود . 
m+n‏ 


(۳.٦ 
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وبتطبيق مبرهنة (۲-۲-۸) نورد التعريف الآتي : 
تعريف ۲-۲-۸ : 
إذا كان ,٠٠۰[‏ ,4, ر4] = × كسرا بسيطا مستمرا لا نهائيا » فإن 
x= Lim cC, = Lim[30:2,.°°*, aq]‏ 
ْ 111-00 ج111 
مبرهنة ١-۲-۸‏ : 
إذا كان <<-]130:3,:825-٠0[‏ كسرا بسيطا مستمرا لا نهائيا » فإن 
() [×]= 4ء حيث [×] صحيح × . 


1 
* Bar] 


البرهان : 


(أ) بما أن ,»> ×> ره . إذا + a, <x <a,‏ . لكن 1< ,8 . إذا 
1 


XxX =3 


. ]×[=4 مھ ء وعليه فإن‎ > × > 2 +1 
: : 1 
زهت‎ = Lim[a,,a,,°‘,a_ [ > LI1m (a, + 
[a02 °°] Lim[ A SAJ Lim( 0 EET (ب)‎ 


1 1 


=a + a+ 
0 * Lima, ٠٠:2 
m4 o0 


[3,.°°*, a” 


مثال (۲) : 
إذا كان »×=]1,1,1,٠٠[‏ فإن +1= x=‏ ا 


5ہ +1 


= ؛ ومتها نجد أن‎ x -x-1=0 


2 

مثال (۳) : 
إذا کان [1,2,2,۰°] = c>‏ فأفرض ل [2,2,۰] = y‏ » تجد أن 
1 1 


ايك ( ت چ 
37 [25:25-0] 





y=2+ 
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وعليه فإن 1=0- ر2 - ”ر » وبالتالي فإن هدك 


1 2 
لكن = + 1ح عر . إذا 
¥ 


-1- 2-1له IEEE‏ 
a 1) =1+ 2 -1= 2‏ الك كد احم 


وبصورة عامة يمكن أن نبرهن ما يلي . 


مبرهنة ٤-۲-۸‏ : 
البرهان : 
نفرض أن ]°°° XxX = [a03‏ کسر بسيط مستمر لا نهائي : إا © لمارا = Xx‏ ¢ 


mo 


حيث e‏ © .لکن رو٩‏ > ×> © . إذا 


0<lx-c |<je = 8 ماعب‎ 

| 2 | يبون‎ > © c= 1 a 

وعليه إذا كان × عدداً نسبياً > فإن =× > 0<( €7 3,5 » وعليه فإن 

سلج > 0<|aq, - bp,|‏ . لکن ٩‏ تتزايد بازدياد " . إذاً يمكن إختيار 
m+‏ 


0>| aq - كبيرة كبر كافياً بحيث أن به > ط » وعليه أن 1> | مط‎ ٥ 
عدد صحيح موجب . إا 1>إمرم- ببهة|>0 يعني‎ laa = لکن أمطط‎ 
x i . )أ١-‎ ۲-١( وجود عدد صحيح بين الصفر والواحد وهذا يناقض مبرهنة‎ 


عدد غير نسبي . 
7 
مبرهنة ٥-۲-۸‏ : 
مختلفين . 


(۰۸ 
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البرهان : 
نفرض أن ]°°° [Po P,‏ , [١*مبقروة]‏ كسرين بسيطين مستمرین غير منتهيين › 
ول ]°°° =[Do.D,‏ [:,3:م3] X=‏ . إذا 


1 3 1 
5 [3,a °°°] ا‎ ]طبوطود٠٠0[‎ 


لكن رط =[×]= ره . إذا [١٠٠,رط,,0]‏ ,[١٠٠,ره,,a]‏ » وبإعادة ما سبق نجد أن 
,= بق و [1:٠٠,بطووط]‏ , [١٠٠,ه,ره]‏ . وبالأستقراء على 2 نجد أن ,6 - ,8 
لكل 0 < ١‏ . إذا أي كسرين بسيطين مختلفين وغير منتهين يمثلان عددين غير 
٠‏ بيين ختلفين 
َه لا 
والآن إلى المبرهنة الآتية التي تبين أن أي عدد غير نسبي يمثل كسرا بسيطا لا 
نهائياً . 
ميرهنة :1-١-۸‏ 
. يمكن التعبير بطريقة وحيدة عن أي عدد غير نسبي ككسر مستمر بسيط لا 
نهائي. 
نفرض أن م عدد غير نسبي » ولنفرض أن 
ش ا ا ير ينات 
` [ي*]-* xo [xo] : xı [xı] ١‏ 
ولنفرض أن 0 ]x٫[‏ = و و ]x,[‏ = 3 [م*] - م3 
وبالأستقراء على 70 يمكن أن نفرض أن 


Xx 


1 


Xm ~an 


a, =<) 7 بو‎ T7 
لذأ با دد فيحن تسبي » لان ما عدد غير نسبي »كما أن‎ 


ج : 1 
=X” - ]::,[> 1‏ 87 - رذ >0 وعليه فإن E‏ ع وه 
m m‏ 


۳۰۹ 
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وبالتالي فإن الأعداد الصحيحة 1< [,,<] - 











ببجة لكل 20" . 
إا A932,‏ متتابعة من الأعداد الصحيحة . لكقن 1 ٠. Xp =A‏ 
m+1‏ 
إا 0< لكل 1<1 » 
xo = a, + = a, + 1 =a + 1‏ 
a a, + 1‏ 1 
لت + a‏ 5 
2 
بو 2°22 30] = <١‏ 
سنفت أن [٠٠,3,و3]=‏ × › ولإضات ذلك لاحظ أن 
1_ 1 





= × حبث _4- رياح غ) ›وعلبه فا 
م و > 111 ل m m m‏ و علیہ ميل 
1 
Pm + Pm-1‏ 1 
وت q ı7]‏ 303,4[ = وكا 
دمة * gm‏ 3 


m 
فإن‎ . Cm = ]30 °, إذا إذا کان‎ 


1 
{Pm + Pm-1 Pm 


dm الم ^ سة ع‎ qm 
m 


_ و2‎ n Ph “1م د‎ 
1 
qm (Fm + (نمة‎ mC م4‎ + m-1) 
m m 
وعليه فإن‎ 
1 
1 
dm 2 dm + dm-1) 
: m 
وعليه فإن‎ ٠ إذا 1> < ببوة‎ ٠ آبوة‎ =k لکن‎ 
m m 


62 


= ره - و | 
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7 ال ا ا‎ 
qm (amrı dm + qm-1) dm dma! m(m + 1) 


إذا 0=( - )1۳ا » وعليه فإن ©1122 = × وهذا يعني 
وج ج111 


| xo ا‎ 


أن ٠٠01‏ 4 80] = × .لكن إذا كان [0١٠٠,رطروط]‏ > [30,2,۰۰]= × » فإن 
5 = رولكل 0 <1 حسب مبرهنة )0-1-۸( . إذا لكل عدد غير نسبي تعبيسر 


وحيد ككسر بسيط مستمر لا نهائي . 


. 


نتيجةه : 


حم ا سس 


qm m 


عبر عن العدد 2 ككسر بسيط مستمر لا نهائي . 
الحل : 
بما أن 2 > ١/2‏ >1 . إذا 
a, =1‏ ج (1- 2/) +1- ١/2‏ = ون 


1 
xo ¬ [xo] 





X= 


527 
0-1 159 7 ت 
E 0/2 -(‏ 
وعليه فإن 2= ,ه4 . لكن 
J2‏ 1 1 1 
آ0 ی د 3 
١‏ ا 41-2 ده XxX [xı‏ 8 
إا 2= رa‏ > وبصورة عامة نجد أن 
1 


a =2‏ د )202-1 د x».‏ 
) ( أنونا بد ”" 


وعليه فإن [1:-1,2,2,2] - 2/ . 


۳۹١ 
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مثال (5): 


عبر عن العدد ۸ ككسر بسيط مستمر لا نهائي . 
الحل : 
بما أن 3١141592653.-0‏ 2 . إذا 
3 -موج (2-3) + 3 =7 = Xx‏ 


2 :70625133 = مرج - مسلب = x‏ 

5- ره :1599659440 - سج لسريس - مسلب = x2‏ 
1- يه 1١00341723:‏ - هجويو بهووج - بسب = < 
2 = يه ---.292:63724 - رو ريمس y=‏ = به 


إذأ [::,3,7,15,1,292] #3 
لاحظ أن 55 c‏ ا ده . لکن 2 + 314 


113 3 106 7°72 7 100 
مك N‏ 
إذا 7> 50ے و - >| 2 -م | 


والآن إلى در اسة الكسور المستمرة الدورية : 


تعريف ۳-۲-۸ : 
الكسر الدوري المستمر (1"21108 continued‏ 26110016) هو کسر مستمر 
على الشكل [وط,"**روطورطويق,** ”,8 روة] > حيث وى" *ووطورط يعني 
تكرار الأعداد ,طا,٠٠٠,رط,,0‏ إلى ما لا نهاية . ويسمى 2 طول الدورة . 
وإذا كان 0= " فيسمى [,۰۰۰,0,ر0,,0] کسر دوري مستمر صرف أو 
بحت (Purely periodic)‏ . 


لاحظ أن ]°°°. 202[ کسر دوري ج يوجد N‏ € 7 بحيث أن Am > Am+r‏ 


m 


۳1۲ 
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)( [2,1,2,1,6] کسر دوري مستمر طوله دورته 4 . 


(ب) [2,3] كسر دوري مستمر طول دورته 2 › ولمعرفة قيمة [2,3] = × 
لاحظ أن 
1 
اس 


3+1 3x +1 
x 


x= (2,3]= [2,3,2,3, [=2 


1 
1 
رمن 


وعليه فإن × +(1+ ×26 =(1+ ×3)× ومنها نجد أن 6= ”× وبالتالي 
فإن 0/6 =× . 


تعريف 4-5-7 : 


= 24+ = 2 + 





يقال عن عدد حقيقي غير نبسي ٠۲‏ أنه من الدرجة الثانية أو ثنائي 
)1ھIrration )Quadratic‏ » إذا كان + جذراً لكثيرة حدود من الدرجة الثائية 
2eR ()‏ عدد غير نسبي تربيعي أو من الدرجة الثانية لأن ET‏ 
لكثيرة الحدود [<] © ٤‏ 2- ”×=(»)؟ . 
نع 5 


. f(x)= x - x- ع1‎ Q[<x] 


=1 عدد غير نسبي تربيعي › لأن ۲ جذر لكثيرة الحدود 


والآن إلى المبرهنة الآتية التي توضح العلاقة بين الأعداد غير النسبية من 
الدرجة الثانية والكسور الدورية . 


فق 


الكسور المستهرة 
ميرهنة ١‏ -؟ حلا : " Periodic characterization‏ " 
إذا كان × كسراً مستمراً بسيطأً لا نهائياً » فإن × كسر دوري إذاً وإذا فققط 
كان × عدد غير نسبي من الدرجة الثانية . 
البرهان: 
نفرض أن Dı, P2 ,°°°, D4]‏ ووبة ."٠٠د‏ 30.31[ = X‏ 2 [مط.١٠٠ووط‏ ربط ] - y‏ 


8 عوط + JY Pa‏ ا 
إذا ا bı,‏ ¢ عليه فإن 5-5 حسب مبرهنه 
لا , ١‏ 00 1 -م0 + 30 ص 


(۲-۱-۸) ء ومنها نجد أن 0= م - ¥( - )+ 0,8 ٠.‏ 
لكن لا عدد غير نسبي حسب مبرهنة (4-7-4) . إذأ ل عدد غير نسبي مسن 
الدرح : الثانر ةة ان [ل¥ء X = [30am‏ . إذا 


2 ١ 0 +p' 
. )۲-۱-۸( ص = ناه = × لكل 1<" حسب مبرهنة‎ = Pm" Pm 
( ) ml بم‎ Ym mu 


فإذا كان )مو + y =r‏ حيث @ © 7,5 » ۰8۶0 ) عدد صحيح موجب ليس 
مربعاً كاملاً » فإن 
dt)‏ +ع )0 لط جه الدطجة _ F+NDPn +P‏ _ „ 











0-07 .ل ده na‏ 2 

ac - 50 م‎ 20 

etd ا‎ e 
e 2 0 <u 26 25-159 0 حيث‎ 


. الثانية‎ a 

ولإثبات العكس نفرض أن × عدد غير نسبي يحقق المعادلة 

<a,b,ceZ a REZO ...)1(‏ 0 عدج 
ولنفرض أن ,٠٠١[‏ 2, مa]‏ كسر مستمر بسيط لا نهائي للعدد × » ولكل 10 نفرض 
أن ["**دربورة [an‏ = ب ٠:‏ 


لاله 


58 الكسور المستهرة 


ستيرهن على وجود عدد منتهي من العناصر ,۲ > ولإثبات ذلك › لاحظ أن 
m-1‏ :°° 31و8[ = X‏ 8 إذا 


Pm ت‎ Im Pm-1 + Pm-2 0 (2) 
qm Im و‎ +۳ qm-2 


من (1) » (2) ينتج أن 0= ٥‏ + م٣8‏ + م۸ » حيث 


= × حسب مبرهنة )۲-۱-۸( 


93-1 + بمو نوطط + بوّمة د An‏ ؛ 
مم اسم 26 * Pm-2 m-1)‏ + مسوك Pm-2 + P(Pm-ı‏ بوم 28 = Bq‏ « 
موّطه + يمو D, =a p-2 + DPPn-2‏ « 
Ans Bp: Dae Z‏ *‘ ررك = «cD,‏ 


Bُ -4Aq Dp = 4 - 4ac)(Pm-ı م4 7 مم4‎ Pm-2) 
8 > وآ‎ = 0 - 4ac إذا‎ (Pm-ı مود‎ 7 {m-1 Pm-2) =[ لكن‎ 
1 1 


1 8 لووط‎ 
0 5 و يب 7 کے‎ 
|X دم‎ Pn 7 0 5 56 1 | qm-1 dm Pm-1 


وعليه فان كي + رودت بوم ۰ 1> || ٠‏ لا 


m-1 


An = a(Xdm-1 + + b(Xdm-ı + q3 +e 8 
m-1 


m-1 


2 
= (ax + bx + كوك‎ + 2a xs + .۾‎ + bs 
1 1 


2 
= 2a xs + a. + bs 
11-1 
ذا‎ . 42| 2axs + a + bs |> 2|ax|+|ة|+|ا| وعليه فإن‎ 
6 ١ 


للعدد الصحيح A,‏ عدد محدود من الأحثمالات . 


لکن ( ٥‏ ۸ -0ھ)4- 2ط = Bp‏ 


سے |= ام2 | . إذا يوجد عدد 








5 
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الكحسور المستمرة 


منتهي من الثلاثيات (م(8,,,1, م4) وهذا يعني أنه عندما تتغير 10 يوجد عدد 


منتهي من القيم إلى ٣,‏ » وعليه يوجد ٤ N‏ ) بحيث أن ,,م > رع . إذا 


X = ]ةور٠٠"ةجنداو[‎ = ربورةر؟**ررقدوة]‎ Am >° °8 
= [30 و“‎ Am-1: Am E 





m+t-] > el 


= [3031 °93 m-19 3m >°" m+t-1 'ديرةد‎ ' 8 


m+t-1 rt) 
2 [30° "9 Am-1 Amo LN 


وعليه فإن × کسر دوري مستمر لا نهائي . 


مثال (۸): 


أوجد العدد غير النسبي من الدرجة الثانية والذي يمثل الكسر 'البسيط 
المستمر [2,3]. 


الحل : 
نفرض أن [لا,2]- 2« » [3]= ر . إذا [إ,3]=ر » وعليه فإن 3= ومء 


ےر .إن 1-0-:3-ثز ومنها 





¢ 0-0 ¢ P_ı=1 6 qo =1 


3ة . YPo*P-1‏ 
نجد أن = 2 X=‏ 3 حيث 2= ¢ 
= ر . لكن 9+ Po [2,y]= Yq‏ 


٠ 90-1‏ 9-0و + 1د-رم . 


203 


1ل 


2 _ 8+213 13-3/د‎ 3 
Ea 
3+113 3+113 13-3 2 


2 








مثال (1): 


أوجد العدد غير النسبي من الدرجة الثانية والذي يمثل الكسر 
الدوري [1,2,2,1]. 


a 


الكسور المستمرة 


الحل : 
ليكن [2,1]= ر › [لا,1,2] >« . إذا [ر,1,2]= ر ء وعليه فإن 2= مم » 
«do =1‏ 1=3+ بومة - بم ¢ 1= بن وبالتالي فإن 
2+ 3¥ ولط + رطالا 
1+1 70+00 
ومنهانجد أن 0= -2y-2‏ ر »وعليه فإن 1+5 2و . لكقن 
[إ,1,2]=× › 9-2و , 3< ؤم ,1= ,1 -وم . إذا 
3y+1_ _ 33 +0+41‏ _ ومترطلا _ 
3 2+1 0000لا 
:2 -6_ )3 ا 23-3 31/3+4_ 
23-3 23+3 ` 


y= 





XxX 


~~ 


حل آخر : 
ليكن [2,1] - ر › [1,2,39] =× . إذا 
y‏ 1 
+2 = 2+4 =إ[ر,]2,1]= ل 
e e‏ 
وعليه فإن ر +(1+ /)1(=2+ )ر ومنها نجد أن -2y-2=0‏ ”ر » 
وعليه فإن 1+ 3/ہ = ر . لکن 


25 5 A ES 
ا‎ 2y+1 2y+1 











x= [1,2,y]=1+ 
2 


6-3 _ 23-3 33+4 _ 4 + قلءة _ 1+ 33+1 _ 


E3 23 3‏ 4 1ن را 7500 
ومن تطبيقات الجذور المستمرة إيجاد تقريب للجذور الحقيقية لمعادلة الدرجة 
الثانية » وتوضح ذلك الأمثلة الآتية . 











۴1۷ 


الكسور المستهرة 





:١ ٠( مثال‎ 


أوجد الجذور الحقيقية للمعادلة 1- ×2 - ”× مقربة إلى ثلاثة مراتب عشرية . 


الحل : 
بما أن 2-2-1-0 . إذا 2+1 - × » وعليه فإن 
x×=2+1 2d 2+‏ 
ا = 


E 
XxX 








لکن Pm-2‏ + بو Po =8, ‘ Pm = Am‏ 1= رمء 0 = يرم . إذا 
Po =2۰5+2=12‏ + ,8و8 > ,P2‏ 5= م + ,8و8 > رم , 2 دوم 
120+ (2)29 = وم + =a, P;‏ وم , 29 ع 5 + (2)12 ع بم + وريه - وم 
. وحيث أن 1= ¶ ,0 > 0 ,1= ي 4 :يم + دوو مة = س۹ ٠‏ إذا 
qo = 2(2) +1= 5‏ + روية > يو , 2= ,0 + وورة = qı‏ 
9 - 5 + )2(12 = يو + وو q, = 2)5( + 2-12 , q4 =a,‏ + يو به - و0 
aq, + q = 2(29)+12= 0‏ = و0 
عليه فا“ 29 :دن 12_ P2‏ ے 5 _ Pı‏ 0 , 80-2د 
ا و0 5*3 02 2 do r‏ 
P410 o P5 19‏ ¢« 
0 و ° 29 q‏ ^ 
لكن ل < إمه - ×| حسب نتيجة مبرهنة (1-7-4) . إذاً إذا كان 44 < ,و » 
dm‏ 


فإن 000005 > چ » وعليه فإن أي تقارب =8 = ۾ © , 44< ينو يمشل 
q‏ 


شرا حيذا الى .المطاو ت إذا 4 x‏ 1 كيو ماق قري ا ار 
المعادلة 2-1-0 - × . وحيث أن مجموع الجذرين يساوي 2 . إذا الجذر 


الآخر يساوي 2-2.414-00414 . 


الكسور المستهفرة 





مثال :)١١(‏ 
أوجد الجذور الحقيقية للمعادلة0 =1 - ×5 + × مقربة إلى مرتبة عشرية واحدة. 
الحل : 
بما أن 1=0- ×5 + × . إذا 1 + ×5-= × » وعليه فإن 
إو هبه ا نواق كك وچ 
بوي و وات 
E‏ 
XxX‏ 
إذا 1 = يم , 135- - يق , 26 = رم , 5- = وم 
5- - و0 ,„, 26 - ين , 5- - بن , 1ح ون » وعليه فإن 
701 _ 2135 00 
2 - چ چک = وه , 5.192- = تجح = ر , 5.2 = جک = ره , 5- = و0 


إذا 5.2- = × . لكن مجموع الجذرين يساوي 5 - . إذآ الجذر الآخر هو 0.2 . 


تمي رين 
)١(‏ حقق مبرهنة )١-7-8(‏ لكل من الكسور المستمرة الآتية: 
[5,1,4,3,2,1[ , ]1,2,1,1,2,1[ . 
(۲) أوجد الأعداد غير النسبية التي تمشل كلأممايأاتي : 
[5,1:10] ,]2,1,3[ ,]2,5[ ,]2,1[ . 
(؟) عبر عن كل من الأعداد الآتية ككسر بسيط مستمر دوري : 


1+13 3+5 5 5+110 30-2 
ED ل‎ 11 


)٤(‏ أوجد العدد غير النسبي من الدرجة الثانية الذي يمثل الكسر البسيط المستمر 
في كل من : [1,3[,]5,12] ,[1,2] . 
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۳۹ 


الكسور المستمرة 








(٥) 


(1) 


(0 


(۸) 


أوجد جذور كلا مما يأتي مقربة إلى ثلاث مراتب عشرية : 

() 1=0-×3- × ۰ (ب) 1=0-×10- × . 

. × -4x+2=0 )( › × +2×-1=0 (ج)‎ 

(ه) 2=0-×+ × » (و) 2=0+×»5- × . 

عبر عن كل مما يأتي مقرباً إلى خمسة مراتب عشرية : 

e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,-[ (أ(‎ 

(ب) إ3-,3,7,15,1,292,1[ r=‏ 

(أ) ثبت أن ]2,3[ جذر حقيقي للمعادلة 0= ط - يرج - ”×بشرط أن 
a0‏ و 4٥‏ + ھ ليس مربعاً كاملا . 

(ب) أثبت أن ,۶ جذر حقيقي للمعادلة 0 = + يرم + جج » 
بشرط أن 0 غدءطج و 62-496 ليس مربعاً كاملاً . 

(ج) استخدم(أءب) لإيجاد الجذور الحقيقية لكل مما يأتي مقربة إلى مرتبة 
عشرية واحدة:322-62-4-0 ,1=0+ ×3- 2% ,6-3-0 - × . 

إذا كان ۾ عدداً صحيحاً موجبا » فأثبت أن : 

a +1 =]a,28[ )(‏ › (ب) [ 0 - 1,24 -1=]a-1,‏ واو 1 حو 

(ج) عبر عن كل مما يأتي ككسور دورية: 8,/10,1/37,0/63,0/626/: 

إذا كان ۾ عدداً صحيحاً موجباً » فأثبت أن : 

a” + 2a = [a,1,24] (J < a” + 2 =[a,4,24[ 0( 


' لاحظ ان: + 2= ھ- 1+ لہ + و2 = 1+ ھل + ج" 
aa +1 7‏ 


(ج) عبر عن كل مما يأتي ككسر بسيط مستمر :۷127,135 ,۷3,۷15,۷38 


2F f 2F f 6 f‏ عاد 
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173 
1741 
1747 
1733 
1759 
177 
1783 
1787 
1789 
1801 
1811 
1823 
1831 
1841 
1861 
1867 
1871 
183 
187 
1879 
1889 
1901 
1907 
1913 
1931 
1933 
1949 
1951 
1973 
1979 
1987 
1993 
1997 
1999 
2003 
2011 
2017 
2027 


1453 
1459 
1471 
1481 
1483 
1487 
1489 
1493 
1499 
1511 
1523 
1531 
153 
1549 
1553 
1559 
1567 
1571 
1579 
1583 
1597 
1601 
1607 
1609 
1613 
1621 
1627 
1637 
1657 
1663 
1667 
1669 
1693 
1697 
1699 
1709 
1721 
1723 


جدول الأعداد الأولية الأقل من 10.000 


1171 
1181 
1187 
1193 
1201 
1213 
1217 
1223 
1229 
1231 
1237 
1249 
1259 
127 
1279 
1283 
1289 
1291 
1297 
1301 
1303 
1307 
1319 
1321 
1327 
1361 
1367 
133 
1381 
1399 
1409 
1423 
1427 
1429 
1433 
1439 
1447 
1451 


جدول الأعداد الأولية الأقل هن 10.000 


87 
97 
911 
919 
929 
937 
941 
947 
953 
967 
971 
977 
983 
991 
997 
1009 
1013 
1019 
1021 
1031 
1033 
1039 
1049 
1051 
1061 
1063 
1069 
1087 
1091 
1093 
1097 
1103 
1109 
1117 
1123 
1129 
1151 
1163 


641 
643 
647 
653 
659 
661 
613 
677 
683 
691 
701 
709 
719 
721 
733 
739 
743 
751 
7157 
761 
769 
733 
787 
797 
809 
811 
821 
823 
827 
829 
839 
853 
857 
859 
863 
87 
881 
883 


397 


401 
409 
419 
421 
431 
433 
439 
443 
449 
457 
461 
463 
467 
479 
487 
491 
499 
503 
509 
321 
323 
541 
547 
557 
563 
569 
571 
57 
587 
593 
599 
601 
607 
613 
617 
619 
631 


167 
173 
179 
181 
191 
193 
197 
199 
211 
23 
227 
229 
223 
239 
241 
251 
257 
263 
269 
271 
27 
281 
283 
293 
307 
311 
313 
331 
37 
347 
219 
33 
359 
367 
33 
39 
383 
389 


163 
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جدول الأعداد الأولية الأقل هن 10.000 


2009 2239 2659 2927 39 359 387 417 
209 2341 2663 2039 3271 3511 3881 4201 
2053 23417 2611 2953 329 3581 389 4211 
2063 2351 267 2057 3301 3583 3907 4217 
2069 237 2683 2963 337 353 3911 4219 
2081 2371 2687 2969 23313 3607 3911 4229 
2083 237 2689 29711 339 3613 3917 4231 
2087 381 2693 2999 33 3617 3919 4241 
209 239 2699 3001 339 363 2013 4243 
2099 233 2707 3011 3331 36311 009 4253 
2111 239 2711 3019 33 3637 3931 4259 
2113 2411 2713 303 337 363 393 4261 
2129 2417 2719 307 39 369 3947 4271 
2131 243 2729 3041 3361 3671 3957 423 
2137 201137 2731 3049 3371 363 3989 4283 
2141 2441 2741 3061 33 3677 4001 4289 
23 2447 2749 3067 39 3691 4003 4297 
233 2459 273 309 3391 3697 4007 437 
2161 2467 2707 3083 3391 3701 4013 4337 
2119 2013 277 309 3407 3709 4021 439 
2203 247 2789 3109 3413 3719 4027 4349 
2207 23 2791 3119 343 3717 4049 4357 
2213 2521 2797 3121 3449 33 4051 4363 
2221 2531 2801 37 3497 39 4057 433 
2237 259 2803 313 3461 3761 4073 4391 
229 253 2819 3167 3463 361 4079 4409 
223 2549 283 3169 3007 379 4091 4421 
2251 2551 2837 3181 3469 39 4093 4423 
2267 2597 283 3187 3491 33 4093 4441 
2269 2579 2851 3191 3499 3797 4099 4447 
223 2591 2057 23203 3511 3803 4111 4451 
2281 2593 2861 309 3517 3821 4127 4457 
2257 2009 2879 3217 357 383 4129 4463 
2003 2617 2887 3221 353 383 413 4481 
2297 2621 2897 209 359 3847 4139 4483 
2309 263 293 3251 3541 3851 4153 4493 
2311 2017 2009 33 357 383 4157 4507 
23 2657 2917 3257 357 383 4159 4513 


6829 
683 
6841 
6857 
6863 
6869 
6871 
6883 
6899 
6907 
6911 
6917 
6947 
6949 
6959 
6961 
6967 
6911 
697 
6983 
6991 
6997 
7001 
7013 
7019 
7027 
7039 
7043 
7057 
7069 
7079 
7103 
7109 
7121 
7127 
7129 
7151 
7159 


643 
6481 
6491 
6521 
6529 
6547 
6551 
6533 
6563 
6569 
6571 
6577 
6581 
6599 
6607 
6619 
6637 
6653 
6659 
6661 
6673 
6679 
6689 
6691 
6701 
6703 
6709 
6719 
673 
6737 
6761 
6763 
6779 
6781 
6791 
6793 
9803 
6827 


6151 
6163 
613 
6197 
6199 
6203 
6211 
6217 
6221 
6229 
62417 
6257 
6263 
6269 
6271 
627 
6287 
6299 
6301 
6311 
6317 
633 
69 
6337 
6343 
633 
639 
6361 
6367 
633 
639 
639 
6397 
6421 
6427 
6449 
6451 
6469 


جدول الأعصات الأولية الأقل هن 10.000 


5821 
5827 
589 
584 
5849 
5851 
5857 
5861 
587 
5869 
5879 
5881 
5897 
5903 
593 
5927 
5939 
5953 
5981 
5987 
6007 
6011 
6029 
6037 
6043 
6047 
6053 
6067 
6073 
6079 
6089 
6091 
6101 
6113 
6121 
6131 
6133 
6143 





5501 
5503 
5507 
5519 
5521 
5527 
5531 
5557 
5563 
5569 
553 
5581 
S591 
5623 
5639 
5641 
5647 
5651 
5653 
5657 
5689 
5669 
5683 
5689 
5693 
5701 
5711 
5717 
5737 
5741 
5749 
5749 
5779 
5783 
5791 
5801 
5807 
5813 


5167 
5171 
5179 
5189 
5197 
5209 
5227 
5231 
23 
527 
5261 
523 
5209 
5281 
S297 
533 
5309 
53 
53 
5347 
5351 
5381 
537 
533 
539 
5407 
5413 
5417 
5419 
5431 
5437 
5441 
543 
5449 
5471 
5471 
5479 
5483 


4831 
4861 
4871 
4877 
4889 
4903 
4909 
4919 
4931 
4933 
4937 
4943 
4951 
4957 
4967 
4969 
4913 
4987 
4993 
4999 
5003 
5009 
5011 
5021 
5023 
5039 
5051 
5059 
507 
5081 
5087 
5099 
5101 
S107 
5113 
5119 
5147 
5153 


4517 
4519 
4523 
4547 
4579 
4561 
4569 
4583 
4591 
4597 
4603 
4621 
4637 
4639 
4643 
4649 
4651 
4657 
4657 
4663 
463 
4679 
4691 
4703 
4721 
473 
4729 
413 
4751 
4759 
4783 
4787 
4789 
47193 
4799 
4801 
4813 
4817 


Yo 


جدول الأعداد الأولية الأقل من 10.000 


9883 ٠ 
9887 
9901 
9907 
9923 
9929 
9931 
9941 
9949 
9967 
9973 


an 


9539 
9547 
9551 
9587 
9601 
9613 
9619 
9623 
9629 
9631 
9643 
9649 
9661 
967 
9679 
9689 
9697 
9719 
9721 
97133 
9739 
9743 
9749 
9767 
9769 
9781 
9787 
9791 
9803 
9811 
9817 
9829 
983 
9839 
9851 
9857 
9859 
9871 


9227 
9239 
941 

9257 
927 
9281 
9283 
9293 
9311 
9319 
933 
937 
9341 
933 
9349 
9371 
937 
9391 


9397 


403 

9413 
9419 
9421 
9431 
943 
9437 
9439 
9461 
9463 
9467 
943 
9479 
9491 
9491 
9497 
9511 
9521 
953 


8897 
883 
883 
8923 
8929 
893 
8941 
8951 
8963 
8969 
8971 
8999 
9001 
9007 
9011 
9013 
9029 
9041 
9043 
9049 
9059 
9067 
9091 
9103 
9109 
9127 
9133 
9137 
9151 
9157 
9161 
9173 
9181 
9187 


9199 


9203 
9209 
9221 


8581 
8597 
8599 
8609 
8623 
86027 
8629 
8641 
8647 
8663 
8669 
867 
8681 
8689 
8693 
8699 
8707 
8713 
8719 
8731 
877 
8741 
847 
873 
8761 
8779 
8783 
8803 
8803 
8819 
8821 
8831 
8837 
889 


8849 


8861 
8863 
8867 


8221 
8231 
83 
8237 
83 
83 
8269 
83 
87 
8291 
823 
8297 
8311 
8317 
89 
8333 
8363 
8369 
837 
837 
839 
8419 
8433 
8429 
8431 
8443 
8447 
8461 
8467 
9501 
9513 
8521 
8527 
8537 
859 
83 
8563 
853 


7867 
7873 
787 
7879 
7883 
7901 
7907 
7919 
7927 
7933 
7937 
7949 
7951 
7963 
7993 
8009 
8011 
8017 
8053 
8059 
8069 
8081 
8087 
8089 
8093 
8101 
8111 
8117 
813 
847 
8161 
8167 
8171 
8179 


, 1 


8209 
8219 
8221 


7537 
7554 
75417 
7549 
7559 
7561 
7153 
757 
7583 
7589 
7591 
7603 
7607 
7621 
7639 
7643 
7649 
7669 
16713 
7681 
7687 
7691 
7699 
7703 
7717 
7723 
7121 
7741 
7753 
7151 
77159 
7789 
7793 
7817 
7823 
7829 
7841 
71853 


717 
7187 
7193 
7207 
7211 
7213 
7219 
7229 
12317 
7243 
7247 
7253 
7283 
7292 
7307 
7309 
7321 
7331 
733 
7349 
7351 
7369 
7333 
7411 
7417 
7433 
7451 
7451 
7459 
7417 
7481 
7487 
7489 
7499 
7507 
7517 
7523 
7529 


>< 0 1 


ما N VN V‏ 3 يا 
KR OFON Z Z1‏ 

مها 

N 


2 


مد 


دليل الرهوز 


دليل الرموز 


إذا كان فإن 

إذا وإذا فقط 

و 

أو 

القيمة المطلقة 

2 يقبل القسمة على طا 

۾ لا يقبل القسمة على طا 

أصغر من 

أصغر من أو يساوي 

أكبر من 

أكبر من أو يساوي 

مجموعة الأعداد الطبيعية 

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
مجموعة الأعداد الصحيحة 
مجموعة الأعداد النسبية 

مجموعة الأعداد الحقيقية 

مجموعة الأعداد المركبة 

عدد الأعداد الأولية الأقل من أو تساوي × 
أكبر عدد صحيح أقل من يساوي × 
رمز الضرب 

رمز الجمع أو المجموع 


۷ 


دليل الرهوز 


= (mod n) أو‎ =, 
# (mod n) yi 
Ord,(a) 

o(n) 

o (n) 

t<(n) 

(n) 

p(n) 

A(n) 

(n) 


aNn 

(a/p) 

(a/n) 

<40,41,-..> و‎ [40,81,۰۰ [ 
g.c.d(a,b)yİ(a,b) 
1.c.m(a,b) yi [a,b] 


يطابق قياس ۸ 

لا يطابق قياس 11 

رتبة العدد 2 قياس 1 

مجموع قواسم العدد 6 

مجموع القواسم الفعلية للعدد 2 

عدد قواسم العدد 2 

دالة أويلر 

دالة موبيص 

دالة زيتا 

دالة ايتا أو دالة ديركلي 

أعداد فيرما 

أعداد مرسين 

باقي تربيعي قياس 1 

باقي غير تربيعي قياس 1 

رمز لجندر 

رمز جاكوبي 

كسر مستمر 

القاسم المشترك الأعظم للعددين 2,6 
المضاعف المشترك الأصغر أو البسيط للعددين ارج 


دليل المصطلحابتم 





أعداد صحيحة 

أعداد طبيعية 

أستقراء 

القاعدة العامة للأستقراء الرياضي 
القسمة الخوارزمية 


التمثيل الستة عشري 
أعداد أولية توأمية 
المبرهنة الأساسية في الحساب 
أنظمة البواقي أو الرواسب 
البواقي قياس ۸" 

الدوال العددية 

أعداد برنولي 

أعداد خاصة 

أعداد فيرما 

أعداد مرسين 

أعدا متحابة 

أعداد متعادلة 

المعادلات الديوفنتية 


1٩1 
11 
111110 
۷۸ 
1۸۲ 
Yo 


Integers 

Natural Numbers 
Induction 

Transfinite Induction 
Division Algorithm 
Digits 

Binary Representation 
Ternary Representation 
Octal Representation 
Decimal Representation 
Hexadecimal Representation 


Twin Primes 


The Fundamental Theorem 
of Arithmetic 


Residue systems 

Residue classes modulo n 
Arithmetic Functions 
Bernoulli Numbers 
Special Numbers 

Fermat Numbers 
Mersenne ivumbers 
Amicable Numbers 
Numbers of Equal Weight 


Diophantine Equations 


دليل المصطلحاءته 





المعادلات الديوفنتية الخطية 


۲۹ 


الإنحدار أو النزولي أو التناقص اللانهائي ۲0۸ 


أعداد أولية منتظمة 
أعداد جاوس 


الكسور المستمرة 


الكسور المستمرة البسيطة اللانهائية 


الكسر الدوري المستر 


باقي تربيعي 
باقي غير تربيعي 
تجميعي أو دامج 


تخمين أو حدس 

تطابق 

تخمين أو حدس جولدباخ 
تخمين لاجرانج 

تخمين جاوس 

تخمين أرتين 

تخمين سار 

ثلاثي بدائي 


5 00 


يات فيثاغوس 


5ه" 
كه" 
2069 ۳ 


ل 


هم" 


١1 
1۹۷ 
۱ 
۲١ 
4 
¥ 
٤ 
٤ 
1۹° 
لحل‎ 
Yo 
Y4 
4۳ 


Linear Diophantine 
Equations 


Infinite Descent 
Regular Primes 
Gaussian Integers 


Continued Fractions 


Finite Simple Continued 
Factions 

Infinite Simple Continued 
Fractions 

Periodic Continued 
Fraction 


Quadratic Residue 
Quadratic Non-residue 
Associative 

Divides 

Conjecture 
Congruence 
Goldbach's Conjecture 
Lagrange’s Conjecture 
Gauss Conjecture 
Artin Conjecture 
Serre Conjecture 
Primitive Triple 


Pythagorean Triple 


جذر بدائي 

حلقة 
حقل 

خاصة أرخميدس 


دالة زيتا 

دالة أويلر 

دالة عددية 

دالة ضربية 

دالة ضربية كلياً 

دالة مانجولد 

دالة موبيص 

دالة زيتا الريمانية 

دالة إيتا 

دالة ناقصية أو أهليليجية 


(جءحءخ) 
1A0‏ 
۹۲ 
۹۲ 
€“ 
۲ 
۱۹ 


(د) 
مه 100 
۸۹ ۱۳۹ 
1۷ 
1۲۷ 
۲۸ 
۳۰ 
14۹ 


10۸ 
۲۸ 


1۳ 


Y۰ 
"55 


ا 


Primitive Root 
Congruent Solutions 
Incongruent Solutions 
Ring 

Field 

Archimedean Property 


Zeta Function 
Euler Phi Function 
Arithmetic Function 


Multiplicative Function 


Totally or Completely 
multiplicative Function 


Mangoldt Function 
Möbius Function 
Riemann Zeta Function 
Eta Function 


Elliptic Function 


Order 

Legendre Symbol 
Jacobi Symbol 
Group 


Abelian or Commutative group "¢ 


Pseudo Prime 


شق 


دليل المصطلحات 


علاقة ترتيب جزئي 
علاقة متخالفة أو تخالفية 
علاقة متعدية 

علاقة متناظرة 

علاقة تكافؤ 

عنصر أول أو أصغر 
عامل مشترك أعلى 

عدد أولي 

عدد مؤلف 

عدد القواسم 

عدد تام 

عدد زائد 

عدد ناقص 

عدد جبري 

عدد صحيح جبري 

عدد غير نسبي من الدرجة الثانية 
غربال إيراتوستين 


فرضية ريمان 
فصول أو صفوف تكافؤ 
قاعدة الترتيب الجيد أو الحسن 


)چغ( 
0 
0 
ه592 
ه 59 
584 
1۸ 
5 
۲۹ 
4۲ 
4۲ 
۳۲۲۱ 
۱۷1۸ 
1۸ 
11۸ 
1۸ 
۲۸ 
1۳ 
4۸ 
ف »ق ) 
.0 
5م 
۳ 
هب 


Partial order Relation 
Antisymmetric Relation 
Reflexive Relation 
Transitive Relation 
Symmetric Relation 


Equivalence Relation 


First or least or smallest 
Flement 


Highest Common multiple 
Prime Number 
Composite Number 
Number of Divisors 
Perfect Number 
Abundant Number 
Deficient Number 
Algebraic Number 
Algebraic Integer 
Quadratic Irrational 
Crible d’ Elastosthene 


Riemann Hypothesis 
Equivalence Classes 
Absolute value 


Well-ordering principle 


دليل المصطلحاته 


Principle of Mathematical 


قاعدة الأستقراء الرياضي 5 Induction‏ 
قابلية القسمة 5" Divisibility‏ 
قاسم مشترك أعظم ۲۹ Greatest Common Divisor‏ 
قياس 1۷ Modulo‏ 
قانون التعاكس لموبيص 10۲ Mobics Inversion Formula‏ 
قانون التعاكس الثنائي ¥ Quadratic Reciprocity Law‏ 
قانون التعاكس لجاوس 10 Gauss Reciprocity Law‏ 
قابل للإنعكاس 1۸ Invertible or unit‏ 

(م) 
مفاهيم أساسية Basic Concepts ١‏ 
مجموعة مرتبة جزئياً Partially ordered set ٠‏ 
مجموعة مرتبة ترتيباً جيداً 5 Well ordered set‏ 
متتابعة فيبوناشي ۱۳ Fibonacci sequence‏ 
متتابعة لوكاس 1 Lucas sequence‏ 
مبرهنة الأعداد الأولية 48 Prime Number Theorem‏ 
مضاعف مشترك أصغر أو بسيط 1۰ Least common Multiple‏ 
معكوس ۹۳ Inverse‏ 
مبرهنة الباقي الصينية ۰۱ Chinese Remainder Theorem‏ 
مبرهنتي أويلر وفيرما 1۰۷ Euler and Fermat Theorem‏ 
مبرهنة أويلر ۰۸ Euler’s Theorem‏ 
مبرهنة فيرما الصغرى ۰۸ Fermat’s Little Theorem‏ 
مبرهنة ابن الهيثم (ولسن) 1۱۹,۸ Ibn Alhythem’s Theorem‏ 
مجموعة القواسم ۹ 4۳ Sum of Divisors‏ 
معادلة موردل ۲۸ Mordell Equation‏ 
منحنى ناقص ۸ Elliptic Curve‏ 
مبرهنة فيرما الأخيرة Fermat Last Theorem or‏ 


۳۳۳ 


منطقة صحيحة 

مقياس أو معيار 
منطقة تحليل وحيد 
مجموعة مرعبين 
مجموعة أربعة مربعات 


نظام بواقي تام أو مكتمل 
نظام بواقي مختزل 
وحدانية التحليل 

يطابق أو يوافق 

يرادف أو يشارك 


Integral Domain ٦ 
Norm ۸ 
Unique Factorization Domain ۲٦ 
Sam of two squares ۳ 
Sum of four squares ۷1 
و ي)‎ > 
Inverse ۹۴۳ 
Complete Residue System ۸٦ 
Reduced Residue System ۸۹ 
Divisible ۲١ 
Unique Factorization 1 
Congruent 1۷ 
Associate "518 





